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"A Matemática pura é, à sua maneira, a poesia das ideias
lógicas."
Albert Einstein
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Resumo
Durante toda a vida nos batemos pelo conhecimento. Um conhecimento ver-
dadeiro onde a teoria e as observações possam andar de braços dados. Em
cosmologia esta tarefa era quase impossível. Na realidade foi só depois da
segunda guerra mundial que se começou a pensar que se poderia observar
um tipo de radiação proveniente não do próprio Big Bang, mas de uma era
tão próxima que poderíamos tirar conclusões indirectas sobre os mecanismos
que deram origem a uma diversidade tão grande de objectos e formas. Foi
então em 1965 que Arno Penzias e Robert Wilson, nos laboratórios Bell, des-
cobriram de forma casual os fotões provenientes da sopa primitiva que era
o universo passado [48]. Não muito longe de ali, na universidade de Prin-
ceton, Dicke, Peebles e alguns colegas, idealizavam uma antena que pudesse
captar tais fotões [12]. Foi esta sequência de eventos que permitiu um iní-
cio profundo do universo. A partir desta altura a cosmologia deixou de ser
apenas uma ciência puramente teórica, mas sim uma ciência que poderia por
em confronto os seus resultados com a realidade. O estudo da radiação cós-
mica de fundo permite obter resultados tão diversos como a quantidade de
matéria no universo primitivo, qual a matéria que formava o universo, qual
a curvatura do universo, estará o universo a expandir? e se está qual a sua
aceleração?.... Neste trabalho proponho uma primeira apresentação descri-
tiva da radiação cósmica de fundo no capítulo 1. No capitulo 2 faço uma
descrição quantitativa e qualitativa do universo primitivo, para em seguida
no capitulo 3 proceder ao estudo Newtoniano da anisotropia da radiação
cósmica de fundo. No capitulo 4 aproveito para mostrar alguns resultados
importantes para a compreensão do universo primitivo o que prepara o lei-
tor para uma abordagem das perturbações da radiação cósmica de fundo
utilizando a relatividade geral. No capitulo 5 além desta abordagem relati-
vista avanço nos estudos sobre gauges e outros aspectos tão importantes para
estudar de forma real o CMB (Cosmic Microwave Background).
Palavras Chave: Modelos Cosmológicos, Universo primordial, Reio-
nização, Espectro de potencias, Teoria das perturbações, Anisotropias da
Radiação de fundo, Efeito de Sachs-Wolfe.
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Abstract
Over the whole life we keep ﬁghting for knowledge. We look for true know-
ledge, where theory and observations could walk hand in hand. In cosmology
this task was almost impossible. In fact it was only after the World War II
that people start thinking that we might observe a type of primordial radia-
tion, not coming from the Big Bang itself, but from an era so near that
we might draw indirect conclusions on the mechanisms that gave rise to a
wide diversity of objects and forms. It was then, in 1965, that Arno Pen-
zias and Robert Wilson, from the Bell Laboratories, discovered the photons
originated from the primitive soup that used to be the past universe [48].
Not very far from there, in the University of Princeton, Robert Dicke, Jim
Peebles and some other colleagues, were idealizing an antenna that could
catch such photons [12]. It was this sequence of events that allowed a deep
beginning of the universe. From this moment onwards cosmology stopped
being only a purely theoretical science, becoming a science that might put in
confrontation his results with reality. Does the study of the cosmic radiation
background allows us to obtain results as diﬀerent as the quantity of matter
in the primaeval universe, the nature of matter content of the universe, what
was the curvature of the universe (space-time), is the universe expanding? if
yes what is his present acceleration?....
In this work I propose a ﬁrst global presentation of the cosmic radiation
background in the chapter 1. In chapter 2, I make a quantitative and quali-
tative description of the primaeval universe. In chapter 3, I proceed to the
Newtonian study of the anisotropy of the cosmic background radiation. In
chapter 4 I will show some important results for the understanding of the
primordial universe, paving the way for an approach of the perturbations of
the cosmic radiation background using general relativity. In this chapter,
besides this approach I also mention several gauges choices and also other
important aspects in order to study CMB (Cosmic Microwave Background)
in more detail.
Keywords: Cosmological Models, Early universe, Reionization, Power
spectrum, Perturbation theory, Anisotropies in the microwave radiation, Se-
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Prefácio
Nesta tese não existe trabalho propriamente original. O que aqui se apresenta
é uma revisão da literatura mais recente da Cosmologia Moderna, nomea-
damente sobre a importância da análise do espectro da radiação cósmica de
fundo, a história térmica do Universo e a teoria geral das pequenas ﬂutua-
ções. Trata-se de um estudo introdutório que pressupõe um estudo posterior
mais detalhado, possivelmente no âmbito de uma tese de doutoramento. A
única originalidade está na escolha criteriosa da literatura e dos temas.
Assim, esta tese tem como principal objectivo uma primeira apresentação
dos conceitos envolvidos na análise da radiação cósmica de fundo. O estudo
dessa radiação tem-se revelado como um dos principais temas da investigação
cosmológica. É uma área difícil, onde concorrem muitos assuntos e que é alvo
de muitos trabalhos. Desta forma o trabalho segue em particular os passos
de um livro que julgamos vir a tornar-se uma referência destacada nesta
área Cosmology de Steven Weinberg. Em parte, esta proximidade deve-se
à diﬁculdade encontrada em conjugar as diferentes notações utilizadas por
cada autor e a uma tentativa para uniformizar um trabalho de introdução
a este tema. Mesmo assim, foi realizado um esforço na tentativa de alargar
a quantidade de assuntos, já por si muito variados, e recolher informação
em diversas fontes. Em conclusão, este trabalho tenta seguir um raciocínio
próximo de Steven Weinberg, que em minha opinião é o mais bem justiﬁcado,
mas sempre na tentativa de expor com clareza os temas tratados no livro
citado, ao mesmo que procuramos acrescentar outros raciocínios e resultados
experimentais.
Em resumo, é proposta uma primeira apresentação descritiva da radiação
cósmica de fundo no I capítulo. No II capitulo é feita uma descrição quan-
titativa e qualitativa do universo primitivo, para em seguida no III capitulo
se proceder ao estudo newtoniano das anisotropias da radiação cósmica de
fundo. No IV capitulo aproveita-se para mostrar alguns resultados impor-
tantes para a compreensão do universo primitivo, o qual prepara o leitor para
uma abordagem das perturbações da radiação cósmica de fundo utilizando a
relatividade geral. No V capitulo, além desta abordagem relativista avança-
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se, no estudo das gauges e outros aspectos tão importantes para o estudo
dos principais desenvolvimentos da física do CMB.
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Capítulo 1
Introdução
1.1 O modelo do universo
O modelo standard do universo baseia-se na relatividade geral como teo-
ria que descreve correctamente as interacções gravitacionais e no principio
cosmológico que irá ser apresentado mais adiante. O principio cosmológico
permite-nos descrever a evolução e a geometria do universo em termos de
dois parâmetros, que regem a evolução da curvatura espacial e da expansão
do universo. A métrica do espaço-tempo mais geral, que tem um subspaço
3D com simetria máxima de um espaço-tempo 4D, é a métrica de Friedman-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)[66][7]
ds2 = c2dt2 − a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)
]
(1.1)
onde a(t) é o factor de escala e k é a curvatura que pode tomar os valores +1
(curvatura positiva), −1 (curvatura negativa), ou 0 (universo plano). Usamos
coordenadas adimensionais para a hipersuperfície tipo espaço. As letras r, θ
e φ são as coordenadas espaciais co-móveis e t é o tempo próprio medido por
um observador co-móvel. Introduzindo uma coordenada χ deﬁnida como
χ =
∫
dr√
1− kr2 =

sin−1 r k = 1 Universo fechado
sinh−1 r k = −1 Universo aberto
r k = 0 Universo plano
, (1.2)
a parte espacial da métrica ﬁca
ds2 = +a2(t)[dχ2 + f 2k (χ)(dθ
2 + sin2(θ)dφ2)] (1.3)
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em termos de (χ, θ e φ), e onde fk(χ) é uma das funções inversas deﬁnidas
em (1.2), consoante a geometria espacial do universo (K),
fk(χ) =

sinχ k = 1 Universo fechado
sinhχ k = −1 Universo aberto
χ k = 0 Universo plano
Para k = 0 a hipersuperfície 3D torna-se no espaço plano R3, no caso de
k = 1 a métrica representa uma esfera S3 de raio a(t) num espaço plano
euclidiano 4-dimensional e no caso de k = −1 corresponde à geometria de
um hiperbolóide. Da métrica 1.1 com dt = 0 obtemos
dp =
∫ r
0
a(t)dr
′
√
1− kr2 = a(t)χ(r) (1.4)
onde dp é a distância própria entre dois observadores có-moveis P e O. Um
observador em P tem uma velocidade radial em relação à origem O dada por
vr = a˙χ(r) =
a˙
a
dp (1.5)
onde o ponto signiﬁca uma derivada em ordem ao tempo. A equação anterior
é a tão afamada lei de Hubble e deﬁne-se o parâmetro de Hubble como [44][7]
H ≡ a˙
a
(1.6)
O factor de escala a(t) não é directamente observável então introduz-se um
outro parâmetro: o redshift z, deﬁnido como
z =
λ0 − λ
λ
(1.7)
onde λ é o comprimento de onda da radiação emitida pela fonte P no ins-
tante t e λ0 é o comprimento de onda da radiação observada no instante t0.
À medida que o universo se expande o comprimento de onda de um fotão
aumenta, assim como todas as distâncias físicas aumentam
λ
λ0
=
a(t)
a0
(1.8)
onde a0 = a(t0). Da equação 1.7 deduzimos
1 + z =
a0
a
(1.9)
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Apresentamos agora de seguida as equações de Friedman
H2 =
8piG+ Λ
3
− k
a2
(1.10)
onde Λ é a denominada constante cosmológica
3
a¨
a
= Λ− 4piG(ρ+ 3p) (1.11)
onde p é a pressão e ρ é a densidade.
1.1.1 Parâmetros cosmológicos
Na secção anterior deﬁnimos H, mas é recorrente usar também h que é
deﬁnido como [44]
H = 100h ·Km · s−1 ·Mpc−1 (1.12)
Além do parâmetro de Hubble existem uma série de outros parâmetros que
vão ser introduzidos de seguida. A partir da equação 1.1 com k = 0 e Λ = 0
obtemos a densidade critica
ρc =
3H2
8piG
(1.13)
O parâmetro densidade é deﬁnido como
Ω =
ρ
ρc
=
8piG
3H2
ρ (1.14)
em particular obtemos respectivamente para a matéria, para a radiação e
para a constante cosmológica os seguintes parâmetros adimensionais
Ωm =
8piG
3H2
ρm (1.15)
Ωr =
8piG
3H2
ρr (1.16)
ΩΛ =
Λ
H2
(1.17)
Uma das mais importantes relações na cosmologia é a deﬁnição da soma dos
parâmetros densidade
Ωm + Ωr + ΩΛ = 1, (1.18)
que não é senão outra forma de escrever a equação de Friedmann (1.10) para
um universo sem curvatura. Tendo agora em consideração estas deﬁnições
partimos para o estudo da radiação cósmica de fundo (CMB).
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1.2 O que é o CMB?
O maior marco da cosmologia como ciência foi produzida em 1965 tendo
como protagonistas Penzias e Wilson[48]. A descoberta da radiação cósmica
de fundo delimita uma fronteira entre o passado e o presente e futuro da
cosmologia como ciência. Acabaram-se os dias de ﬁlosoﬁa cientíﬁca e come-
çaram os anos de descobertas e evidências observacionais que permitem ter
uma ciência de precisão. O primeiro destes novos exploradores foi o satélite
COBE que lançado em 1989 revelou que o CMB tem um espectro de corpo
negro perfeito com temperatura T = 2.726 ± 0.010K com anisotropias da
ordem de 1 em 105. Esta observação não só não refutou a teoria do Big Bang
como ainda a solidiﬁca mais, pois a presença de uma radiação térmica de
fundo é prevista pela teoria. Mas porque será que a temperatura da radiação
de fundo é menor do que qualquer outra até agora conhecida?
Este facto tem a ver com os próprios pilares onde assenta a teoria. A
teoria do Big Bang tem implícita uma expansão universal do universo, esta
propriedade tem como consequência a existência de um redshift nos fotões.
A luz proveniente das galáxias sofre um redshift proporcional à distância.
Quanto mais distante a fonte é mais antiga é a sua proveniência pelo qual
algumas são oriundas de um universo bastante mais pequeno. Durante a
expansão, os comprimentos de onda dos fotões aumentam e a densidade de
energia das partículas diminui, o que explica a baixa temperatura e densidade
observada no CMB. Se ﬁzermos agora uma inversão no tempo e começarmos
a recuar, as temperaturas do universo aumentam, a densidade de energia
aumenta e a região observável do universo torna-se cada vez menor até se
reduzir a um ponto; no entanto, sendo o universo espacial plano, mesmo no
Big Bang é inﬁnito. Podemos recuar até ao ponto onde as temperaturas do
universo são tais que as interacções entre as partículas são suﬁcientemente
rápidas para termos um estado de equilíbrio térmico. Se supusermos que
houve uma expansão adiabática então o espectro térmico é preservado, o que
explica a natureza do espectro de corpo negro observado. Este é um dos
pilares onde assenta a teoria do Big Bang, sendo que nenhum dos outros mo-
delos apresentados explica tão bem este fenómeno. O segundo pilar consiste
na elevada homogeneidade e isotropia observada. Este conceito é conhecido
como princípio de Copérnico ou princípio cosmológico. Realmente a uma es-
cala superior a 100 Mpc o universo é aproximadamente o mesmo em todas as
direcções (isotrópico) e em todos os pontos (homogéneo)[9]. As observações
realizadas mostram que vindo de todas as direcções a radiação cósmica de
fundo é altamente uniforme, o que sugere que a certas escalas o universo é
isotrópico à nossa volta. Se partirmos do princípio que somos apenas mais
uma peça do enorme puzzle que é o universo e que não desempenhamos
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um papel central nesta história então é fácil de entender que não estamos
posicionados em nenhum ponto especial do universo. Isto é, o universo é
essencialmente o mesmo visto de todos os pontos, o que leva à homogenei-
dade espacial. Esta elevada isotropia sempre colocou um problema também
conhecido como o problema do horizonte e que é discutida no capitulo 4. Este
problema consiste na impossibilidade de duas regiões não ligadas causalmente
estarem à mesma temperatura, isto é atendendo ao tamanho do horizonte
na superfície de last scattering, que é a distância máxima a que duas regiões
podem estar ligadas causalmente. O ângulo deste horizonte subentendido
no céu é aproximadamente 1.6o. Como se explica então que o universo seja
isotrópico em todos os pontos? Uma solução possível para este problema é
dada pela inﬂação, que prevê um crescimento muito rápido do universo o
que permite separar em grande escala zonas casualmente ligadas explicando
desta forma a isotropia do CMB observada a grande escala. Potencialmente
mais complicado será explicar o porquê do universo a pequenas escalas ser
não homogéneo como evidenciam a distribuição de galáxias entre outros. No
modelo do big bang elas são uma consequência da existência de perturbações
no universo primitivo que evoluíram por instabilidade gravitacional.
Quando olhamos o céu observamos não só estruturas magníﬁcas mas tam-
bém o nosso passado isto porque a luz emitida por estes objectos levou
um certo tempo a alcançar-nos. Podemos olhar o passado uns milhares de
milhões de anos observando as galáxias, mas observando a radiação cósmica
de fundo podemos ver um universo jovem com apenas cerca de 300 mil anos
(Last Scattering) que ilumina uma sopa primitiva composta por partículas
fundamentais: Electrões, fotões, protões, átomos de hélio e neutrinos. Neste
ponto surge uma questão pertinente, como é que este universo primitivo dá
origem ao conjunto de objectos que se observam no céu? De uma forma
muito resumida, podemos dizer que no universo primitivo teríamos uma sé-
rie de rugas, como uma ondulação num liquido, teríamos zonas de vales e
zonas de colinas. A matéria teria tendência a cair das colinas para os vales
criando assim zonas de maior densidade, que atingiram proporções cósmi-
cas devido à inﬂação, dando origem a estruturas de ordem superior como as
galáxias. Esta propriedade irá ser explicada mais a frente no nosso trabalho,
mas primeiro avançamos com um resumo da evolução do universo, a qual
será depois melhor explicada no capitulo 2.
1.3 Uma muito breve historia do universo!
No estudo da radiação cósmica de fundo é essencial compreender a história
do universo desde o seu início. Deste modo proponho uma viagem pelos
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primeiros instantes depois do Big Bang. Os modelos cosmológicos existentes
com base na relatividade geral permitem ter uma boa percepção do nosso
universo actual, mas serão elas capazes de explicar o universo no seu início?
De facto não, porque ainda não conseguimos juntar a relatividade geral com
outra grande teoria da física moderna, a mecânica quântica[24]. Na realidade
neste momento as teorias funcionam sozinhas devido as condições onde cada
uma delas se aplica. A mecânica quântica prevê resultados de pequenas esca-
las enquanto que a gravidade impera a grandes escalas. No universo presente
existe pouca sobreposição nos domínios destas teorias mas para t ≈ 0 as duas
não são possíveis de separar. Temos então que ter uma teoria de gravidade
quântica, o que ainda não foi possível concretizar e deste modo os primeiros
instantes permanecem envoltos em mistério. Sendo assim não começamos a
contar a história a partir de t = 0 mas sim de t ≈ 10−43s, instante conhecido
como o tempo de Planck e onde a relatividade geral se separa das outras
forças por uma quebra de simetria. Nesse instante a escala do universo é da
ordem de ct = 1.6 × 10−35m, denominado comprimento de Planck. Pode-
mos ver que este comprimento é muito pequeno portanto as partículas como
as entendemos hoje não fazem sentido. Deste modo podemos dizer muito
pouco ou nada sobre o universo neste intervalo, desde o inicio até ao tempo
de Planck, também denominado de época de Planck. Neste intervalo as qua-
tro forças fundamentais, Gravidade, Electromagnetismo, Interacção fraca e
Interacção forte, estavam combinadas numa só. No ﬁm desta época os gra-
vitões deixaram de estar em equilíbrio com as outras partículas fazendo com
que a gravidade se separasse. Os gravitões espalharam-se pelo universo origi-
nando ondas gravitacionais cósmicas de fundo. Desde o tempo de Planck até
ao instante t ≈ 10−35s as temperaturas eram tão altas que é difícil de perce-
ber o comportamento da matéria nesse intervalo. Este intervalo é conhecido
como o tempo uniﬁcado pois três forças estavam uniﬁcadas. Neste intervalo
existem teorias, conhecidas como GUTs (Grand uniﬁed theories), que ten-
tam explicar a uniﬁcação das três forças, mas estão ainda incompletas pois
existem alguns resultados que não têm uma correspondência experimental.
Entretanto algures no ﬁm da época uniﬁcada o universo entrou numa fase
de crescimento exponencial também chamado de inﬂação. Este crescimento
acentuado pensa-se ter tido origem na energia associada ao vácuo. Se a in-
ﬂação ocorreu deverá ter sido cerca de 10−37s depois do Big Bang e deverá
ter aumentado o universo por um factor de eN , onde N deverá estar entre
100 e 1000. No ﬁm desta era inﬂacionária a densidade de energia do vácuo
deverá ter sido convertida em formas de energia e densidade mais convencio-
nais. Este evento é conhecido como reheating. O indício mais evidente da
época uniﬁcada é o excesso de matéria originado no ﬁm desta. Como sabe-
mos a matéria é constituída essencialmente por hadrões e por leptões. Os
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leptões são partículas fundamentais e que participam em interacções fracas
(ex. electrões, muões, neutrinos...). Os hadrões são constituídos por quarks,
participam em interacções nucleares fortes e podem-se dividir em dois tipos:
Bariões que são constituídos por 3 quarks (ex. protões e neutrões) e Mesões
que são constituídos por 2 quarks (ex. piões). Durante a época da uniﬁca-
ção as condições eram tão extremas que os quarks não se condensavam para
formar hadrões, deste modo o universo era essencialmente constituído por
partículas relativistas que incluiam quarks e partículas exóticas.
Sabemos que partículas originadas a partir de energia pura devem ser
sempre criadas aos pares partícula-antipartícula, isto é matéria-antimatéria,
por exemplo, γ+γ ­ p+ p¯. Em compensação, se as duas partículas colidem
destroem-se e originam dois fotões. É perceptível que tem que haver uma
lei de conservação do número bariónico. O que é fantástico é que esta lei de
conservação não se veriﬁca na época uniﬁcada. Considera-se que a assimetria
bariónica tem lugar no universo muito primitivo quando a energia média
dos fotões era mais elevada que a energia associada à massa em repouso
dos bariões, kBT À mpc2; era então possível criar bariões e anti-bariões
em equilíbrio térmico, como na reacção acima. As reacções que existiram
ocorreram de tal forma que a formação de matéria foi sempre superior à
formação de antimatéria e deste modo a quantidade de matéria foi sendo
sempre superior à quantidade de antimatéria. Este processo é denominado
bariogénese. Se este mecanismo ou um semelhante não tivesse ocorrido não
existiria matéria, pois todas as partículas se teriam aniquilado com as suas
anti-partículas, ou existiria igual quantidade de matéria e antimatéria.
A partir do instante t = 10−35s a temperatura decresceu de tal forma
que ocorreu outra quebra de simetria que provocou o desacoplamento da in-
teracção nuclear forte da força electromagnética e da interacção fraca. Esta
nova era é conhecida pela época dos quarks pois os gluões e os quarks es-
tavam separados. Temos então um universo constituído por quarks, gluões,
partículas da combinação entre interacção fraca e electromagnética e todas
as anti-partículas correspondentes. Concretizando, as interacções fraca e
electromagnética estavam uniﬁcadas numa só, conhecida como interacção
electro-fraca. Esta era dos quarks teve ﬁm no instante t = 10−6s. Cerca do
instante t = 10−11s a uma temperatura de T = 1015K as interacções fra-
cas e a interacção electromagnética separaram-se. Tínhamos então a partir
deste momento as forças separadas. Estas quebras de simetria podem ser
vistas de forma análoga a uma transição de fase. Da mesma forma como
o gelo solidiﬁca diferencialmente, o universo não sentiu uma quebra de si-
metria instantânea e deste modo a separação das forças deve ter ocorrido
de forma diferente em regiões diferentes. Estas divisões entre as regiões po-
dem originar defeitos no espaço-tempo semelhantes aos defeitos existentes
8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO
num cristal. Se estes defeitos existiram podem ter atraído matéria semeando
as sementes do colapso gravitacional. Depois da separação das quatro forças
fundamentais a matéria continuou a existir na forma de um plasma de gluões
e quarks. Cerca de t = 10−6s depois do Big Bang os quarks condensaram-se
e originaram hadrões dando assim início à época dos hadrões. Esta época
foi de curta duração pois rapidamente se chegou a temperaturas abaixo da
formação dos protões e deste modo a assimetria da matéria foi congelada;os
pares barião-antibarião desapareceram dando origem a fotões que origina-
ram grande parte da radiação cósmica de fundo hoje observada. Depois da
condensação e do desacoplamento dos nucleões cerca do instante t = 10−4s
o universo entrou na era dos leptões onde as partículas associadas à inter-
acção fraca dominaram o universo. À medida que o tempo cósmico corria
as temperaturas cada vez se tornavam menores fazendo com que partículas
com cada vez menor massa dominassem. No inicio desta era foram criados
os leptões mais pesados tais como os muões; com a diminuição da tempera-
tura esta criação foi parada e os electrões tornaram-se dominantes. Nessa
altura o universo era formado por uma sopa de fotões, neutrinos, electrões,
positrões e protões e neutrões provenientes das épocas anteriores. Os leptões
interagiam com os hadrões através de duas reacções.
ν¯ + p­ e+ + n (1.19)
ν + n­ e− + p (1.20)
O que é importante retirar das reacções é que a elevadas temperaturas as
duas produzem o mesmo número de protões e de neutrões, mas no instante
t = 0.1s as temperaturas eram de tal forma que as pequenas diferenças de
massa entre o neutrão e o protão começaram a produzir um efeito. Como
um neutrão é ligeiramente mais mássico que um protão a reacção (1.20) é
ligeiramente mais favorável, a nível energético que a reacção (1.19). Deste
modo as interacções entre nucleões e leptões geraram muitos mais protões
do que neutrões. Quer isto dizer que embora no ﬁm da época dos hadrões a
razão entre neutrões e protões fosse aproximadamente um, durante a época
dos leptões a sua razão foi decrescendo. Um segundo depois do big bang com
temperaturas de cerca de T = 1010 K a densidade decaiu de tal forma que os
neutrinos não interagiam o suﬁciente com outras partículas para continuar
em equilíbrio térmico. Estes neutrinos continuam o seu caminho no uni-
verso tal como os fotões do CMB. Neste caso não se pode fazer algo parecido
com o que se faz com o CMB pois são muito difíceis de detectar. Quando
as temperaturas caíram abaixo da temperatura necessária para a criação de
electrões T = 1010 K, t = 14s , a época dos leptões terminou ﬁxando a razão
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entre protões e neutrões. Neste momento os valores observados para estas
partículas são: neutrões→ 14% e protões → 86%. Cerca de 180 segundos
depois do big bang a temperatura do universo era de T = 109 K. Nesse mo-
mento a densidade e a temperatura eram altas, mas já tinham diminuído o
suﬁciente para permitir que os núcleos dos átomos permanecessem estáveis.
Então neste ponto deu-se início à criação de núcleos e a era que se deno-
minou de época de nucleosíntese. A estas temperaturas e densidades os
neutrões fundem-se com os protões originando núcleos de deutério ou deu-
terões. O deuterão ou hidrogénio pesado é o isótopo do hidrogénio. No ﬁnal
da época de nucleosíntese o universo é preenchido com fotões, neutrinos, e
plasma que consiste essencialmente em electrões, protões (núcleos de hidro-
génio), núcleos de hélio (25 por cento da matéria bariónica) e alguns vestígios
de núcleos leves. Um plasma signiﬁca que temos matéria que está ionizada,
ou seja os electrões e os núcleos estão separados e ambos funcionam como
partículas independentes. O plasma está em equilíbrio com os fotões e os
electrões colidem com os fotões intensamente. Portanto qualquer fotão ve-
ria rapidamente interrompido o seu caminho por colisões, fazendo com que
tivéssemos um universo opaco onde não se poderia ver através deste plasma
denso. Esta fase marca a era da radiação t = 10s até t = 1012s. Nesta era o
universo continuava a expandir-se com uma factor de escala de a(t) ∼ t 12 . A
densidade de matéria caía com o factor de escala ao cubo e a radiação com
o factor de escala à quarta. Como a radiação dominava houve um instante
em que a densidade de matéria e a densidade de energia de radiação se igua-
laram. Esta fase é conhecida pela equivalência entre matéria e radiação e
ocorreu algures aos t = 1012s. Esta era não durou muito tempo pois a ex-
pansão continuava, mas nela ocorreu um importante processo. Durante a era
da radiação as constantes trocas entra radiação e matéria asseguravam que o
plasma se mantinha homogéneo. Assim que se perdeu este equilíbrio a maté-
ria pode-se começar a aglomerar em regiões, que naturalmente deram origem
às estruturas observáveis no universo presente. Nesta nova etapa o universo
é dominado pela matéria e assim permanece até aos nossos dias ou até muito
recentemente. Ela terá começado cerca de t = 1012s. Entretanto no instante
t = 1013s, correspondendo a uma temperatura T = 3000 K uma importante
mudança acontece. Abaixo dos 3000 K os electrões não se movimentam a ve-
locidades que lhes permitam escapar aos campos eléctricos do núcleo; isto é,
os electrões começam a ser capturados pelo protão formando assim átomos de
hidrogénio. Este acontecimento é conhecido como recombinação e é parte
central do estudo do CMB. A partir desse instante a maioria dos electrões
foi utilizada para formar átomos de hidrogénio, ﬁcando muito poucos para
dispersar os fotões do CMB. Temos então que os fotões passaram a poder
deslocar-se no universo livremente o que leva a duas consequências muito
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importantes. Primeiro, a radiação e a matéria deixam de estar em equilíbrio
térmico. Segundo, o universo ﬁnalmente torna-se transparente. O limite
entre estes dois universos é denominado por superfície de Last Scattering,
sendo que este é o limite para as nossas observações.
1.3.1 Reionização
É bom neste momento esclarecer um ponto. Vimos que na recombinação os
electrões livres combinaram com os protões originando assim átomos de hi-
drogénio neutros, mas observações realizadas em 2001 por Robert Becker1[3]
mostram que grande parte do hidrogénio inter-galáctico se encontra ionizado
para valores do redshift z > 6. Neste trabalho Becker et al usando dados do
Sloan Digital Sky Survey, estudam o espectro emitido por três quasares com
redshifts z = 6.28, z = 5.82 e z = 5.99. Isto permitiu-lhes pôr em evidência o
chamado efeito de Gunn-Peterson, previsto 36 anos antes. Embora cada um
destes quasares tenha exibido riscas de absorção para comprimentos de onda
na zona azul da transição Lyman-alpha (Lyα), há também numerosos picos
no ﬂuxo do espectro emitido nos quasares com z < 6. O ﬂuxo do quasar com
z = 6.28, pelo contrário, era efectivamente zero para além do limite Lyα, o
que signiﬁca que a fracção do hidrogénio neutro no meio inter-galáctico deve
ter sido maior do que 10−3.
Em conclusão, veriﬁca-se a ausência do efeito de Gunn-Peterson nos es-
pectros dos quasares com z < 6. Recordemos que em 1965 Gunn e Peter-
son2[20] calcularam que mesmo uma pequena densidade de hidrogénio neutro
presente no meio inter-galáctico poderia dar origem a uma depressão carac-
terizada pela supressão da emissão electromagnética do quasar para os com-
primentos de onda menores do que o comprimento de onda da risca Lyα ao
redshift da luz emitida. Este efeito de supressão deve-se ao facto de os fotões
provenientes de quasares sofrerem redshift ao longo do seu caminho óptico.
Os fotões provenientes do quasar, com comprimento de onda Lyα = 1216
Å, durante o seu caminho até nós são absorvidos devido à presença de nu-
vens de hidrogénio neutro ao longo da linha de visão. Se temos o caso de
um meio inter-galáctico não ionizado, obtemos nos espectros dos quasares
uma depressão de Gunn-Peterson. Se temos um meio inter-galáctico ioni-
zado, obtemos nos espectros dos quasares uma denominada ﬂoresta de Lyα.
A transição Lyα é devida a uma dispersão ressonante, e é suﬁcientemente
forte para que mesmo uma relativamente baixa densidade de hidrogénio neu-
1Becker, R. H.; et al. (2001). "Evidence For Reionization at z ∼ 6: Detection of a
Gunn-Peterson Trough In A z = 6.28 Quasar". Astronomical Journal 122: 2850-2857
2Gunn, J.E.; Peterson, B.A. (1965). "On the Density of Neutral Hydrogen in Interga-
lactic Space". Astrophysical Journal 142: 1633-1641. doi:10.1086/148444
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tro possa causar uma absorção signiﬁcativa. Peacock em 1999 concluiu que a
densidade de hidrogénio neutro no meio inter-galáctico deve ser ΩHh2 ≤ 10−8
[46].
A descoberta de uma depressão para o quasar a z = 6.28, e a ausência de
depressão para quasares detectados com redshifts imediatamente abaixo de
z = 6 é uma prova muito segura que o hidrogénio sofreu uma transição do
estado neutro para o ionizado por volta de z = 6.
Podemos então concluir que o hidrogénio inter-galáctico é em grande parte
ionizado. Mais precisamente, após a recombinação, esperava-se que o uni-
verso fosse neutro, até que os primeiros objectos no universo começassem a
emitir radiações energéticas que reionizassem as nuvens de gás inter-galáctico
que rodeiam esses objectos. Porém, na medida em que a secção eﬁcaz dos
fotões com energias próximas do limite Lyα do hidrogénio neutro é muito
elevada, mesmo uma pequena fracção de hidrogénio neutro fará com que
a espessura óptica do meio intergaláctico seja suﬁcientemente grande para
causar a supressão da emissão observada. Apesar da razão do hidrogénio
neutro sobre hidrogénio ionizado possa não ter sido particularmente elevada,
o baixo ﬂuxo observado para além do limite Lyα indica que o universo estava
nos estágios ﬁnais da reionização.
Existe um outro teste para este tipo de efeito que é baseado na transi-
ção da risca dos 21cm. Este teste permite também obter informações sobre
objectos presentes naquela fase e sua evolução, pois esta transição é alta-
mente dependente da temperatura. O problema deste teste é que a transição
dos 21cm, entre dois estados hiperﬁnos do estado fundamental, é proibida e
sendo assim é muito rara. Apesar de todos estes contra-tempos, está a ser
elaborada uma série de aparelhos com o propósito de estudar esta transição.
Este processo de reionização está ligado ao nascimento das primeiras estre-
las com grande massa que emitindo luz ultravioleta (estrelas da população
III) conseguiram ionizar os átomos de hidrogénio, isto para um redshift de
aproximadamente 10. Na realidade, pensa-se que a reionização terá termi-
nado algures a um redshift de z ≈ 6, como explicámos atrás, mas o seu
início está ainda envolto em mistério. Resultados independentes do satélite
WMAP sugerem que a reionização pode ter começado mesmo mais cedo, a
um redshift de 17± 5. Se temos o hidrogénio reionizado temos de novo elec-
trões livres que podem dispersar fotões da radiação cósmica de fundo mas
como a densidade de electrões é pequena a probabilidade de tal acontecer é
pequena (5% - 10%). Sendo assim a fracção de fotões do CMB afectados é
desprezável, a não ser que esta fase tenha durado muitos redshift's. Apesar
disso é interessante conhecer os possíveis efeitos resultantes da reionização.
Os efeitos principais são três [27][45][64].
Amortecimento por re-dispersão: Este efeito amortece de forma se-
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melhante à difusão. A dispersão elimina as anisotropias deixando apenas
uma fracção (e−λ) inalterável. Onde λ é a espessura do meio. Sendo assim
quanto maior a espessura do meio mais difícil será obtermos informação.
Efeito de Doppler: Como vimos ainda agora a difusão e a dispersão
não permitem o aparecimento de grandes ﬂutuações de temperatura. Este
efeito consiste na dispersão de fotões por electrões que estão presos a campos
gravitacionais originados por bariões (Fig 1.1). Neste caso fotões que são
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Figura 1.1: Efeito de Doppler: Nesta ﬁgura facilmente se vê que dois fotões
em lados opostos das perturbações tendem a cancelar este efeito.[27]
dispersos por lados opostos de cada perturbação são desviados por valores
iguais mas simétricos. Um fotão que colida com um electrão na zona anterior
ao núcleo da perturbação sofre blueshift, por outro lado um fotão que colide
com um electrão na zona posterior da perturbação sofre redshift de igual
valor. Estas contribuições têm assim tendência a cancelar-se produzindo um
efeito desprezável.
Efeitos não lineares: Como vimos atrás o efeito de Doppler pode ser
desprezado mas a pequenas escalas contribuições de grande ordem têm de
ser tidas em conta. Este efeito é semelhante ao efeito de Doppler com a dife-
rença de podermos ter diferentes caminhos ópticos percorridos pelos fotões.
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Heuristicamente o aumento da densidade de bariões em zonas de maior den-
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Figura 1.2: Efeito vishniac: Neste caso existem duas situações que levam
ao não cancelamento do efeito. Existem fotões que passam entre zonas de
perturbação e que não sofrem qualquer alteração e existem fotões que devido
ao ﬂuxo nas perturbações experimentam um desvio para o azul.[27]
sidade produz uma maior probabilidade de dispersão nessa zona. Se os
fotões percorrem este caminho óptico sofrem um blueshift. Se por outro
lado fotões percorrem caminhos ópticos entre as perturbações então não so-
frem dispersão. Este efeito pode ser observado na ﬁgura 1.2. É conhecido
por efeito vishniac ou efeito Ostriker-vishniac.
Maiores evidências da reionização podem ser observadas num estudo de
polarização, mas tal trabalho está além do objectivo deste trabalho.
1.4 Radiação cósmica de fundo: Uma descrição
Segundo o modelo do big bang, para redshifts superiores a z = 1000 os fotões
tinham energia suﬁciente para ionizar o hidrogénio presente no universo.
Enquanto que forças de Coulomb mantinham juntos electrões e protões, os
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fotões através de dispersão de Compton emparelhavam com os electrões ori-
ginando assim um plasma de fotões, electrões e protões denominado ﬂuido
fotão-barião, pois eram os componentes que dominavam esta era. A um red-
shift z ≈ 1000 as temperaturas e energias dos fotões baixaram de tal forma
com a expansão que se puderam começar a formar átomos de hidrogénio neu-
tros, ﬁcando os fotões livres de interacções o que permitiu que estes pudessem
chegar até à terra e ser observados. Diferenças de temperatura na superfície
de Last Scattering deram origem a anisotropias na temperatura do espectro
de CMB. Como já disse, as estruturas tiveram origem na instabilidade gravi-
tacional em pequenas perturbações no plasma primitivo, o que pressupõe a
existência de potenciais gravitacionais no universo primitivo. É da interacção
do plasma de bariões-fotões com estes potenciais que podemos ter acesso ao
valor dos parâmetros cosmológicos. Para podermos ter acesso a estes valores
temos que extrair informação do mapa do CMB como apresentado na ﬁgura
1.3.
Figura 1.3: Mapa de temperaturas da radiação cósmica de fundo: Aqui se
vêem as pequenas variações de temperatura existentes na radiação cósmica de
fundo. Neste mapa zonas a vermelho denotam uma densidade maior e uma
temperatura maior enquanto que zonas azuis correspondem exactamente ao
oposto.[70]
Queremos, a partir desta observação, obter o espectro de potências an-
gulares, mas como as ﬂutuações estão impressas no céu queremos ter uma
decomposição angular no espaço de multipolos (l) em vez do espaço de Fou-
rier (k) onde estão impressas as ﬂutuações de potencial. Quando fazemos
isto obtemos o espectro de potência angular das anisotropias do CMB que
aparece na ﬁgura 1.4 onde θ = 2pi
l
[31].
As ﬁguras 1.5 e 1.6, mostram de uma forma clara a ligação entre as
anisotropias da radiação cósmica de fundo e o espectro de potencias, onde
θ é aproximadamente o tamanho típico das regiões quentes e frias, que por
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Figura 1.4: Espectro de potencias da radiação cósmica de fundo. Esta ﬁgura
já apresenta a decomposição angular no espaço de multipolos (l), onde l≈
1
θ
.[30]
sua vez correspondem à distância percorrida pela onda sonora desde o Big
Bang até à era de recombinação [36].
Uma das mais importantes ferramentas de estudo da anisotropia do CMB
e do universo vem do estudo das oscilações acústicas no plasma de bariões-
fotões[30]. Como já foi dito ﬂutuações no universo primitivo originaram
instabilidades gravitacionais, zonas de vales que acumulam matéria e zonas
de colinas. À medida que se acumula matéria nos poços de potencial, vai au-
mentando a densidade, aumentando a compressão e deste modo aumenta a
temperatura. Este processo faz aumentar a pressão de radiação até que esta
se torna superior à compressão gravitacional e radia fotões, de forma que o
plasma de bariões se expande e arrefece. À medida que arrefece, menos fotões
radia e a compressão gravitacional volta a dominar o processo. É este pro-
cesso, uma competição entre pressão de radiação e gravidade, que dá origem
as oscilações acústicas no plasma de bariões-fotões. Este processo pode-se
observar na ﬁgura 1.7. Depois do desacoplamento, este padrão de oscila-
ções ﬁca congelado no CMB. Concluindo, as anisotropias são consequência
de ondas de pressão no plasma primitivo.
Quanto menor o comprimento de onda da ﬂutuação no potencial, maior a
sua frequência, isto é, maior o número de oscilações. Regiões de compressão
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Figura 1.5: Mapa de anisotropias da radiação cósmica de fundo onde se
mostra a posição de uma região típica.[36]
máxima são zonas mais quentes e regiões de rarefacção são zonas mais frias.
Este padrão gera uma série harmonica de picos em comprimento de onda
que estão associados a oscilações acústicas. São estes picos que permitem
uma série de testes cosmológicos. Na ﬁgura (1.8) está representado um único
comprimento de onda de uma ﬂutuação ao longo do tempo. À sua direita
está a evolução da amplitude no tempo no espaço de Fourier. Numa série
harmonica o modo fundamental está associado a uma distância física, que
neste caso corresponde ao horizonte acústico. Este modo é especial e apenas
terá tempo para ter uma compressão antes da recombinação. Numa forma
matemática este número de onda corresponde a k1 = piHA , onde HA é o
horizonte acústico. Existe então uma série harmonica onde temos modos
inteiros kn = npiHA que correspondem aos sucessivos picos. Comparando este
modelo com o espectro de potência vemos que o seu primeiro pico corresponde
à primeira compressão, o segundo pico corresponde a uma compressão e
em seguida rarefacção, o terceiro pico a uma compressão seguida de uma
rarefacção e de outra compressão e por ai fora.
Lembro que os fotões têm de escalar os poços de potenciais na superfície
de Last Scattering. Neste caso vai ter que escalar um potencial de Ψ
3
onde Ψ, é
o potencial gravítico Newtoniano [52] [65] [34] . Este efeito é conhecido como
o efeito de Sachs-Wolfe e vai ser apresentado de uma forma mais detalhada
no capítulo 3.
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Figura 1.6: Espectro de potencias da radiação cósmica de fundo onde se
mostra a posição de uma região típica.[36]
Figura 1.7: Exempliﬁcação de um poço de potencial que origina as ﬂutuações
de temperatura da radiação cósmica de fundo.[30]
1.4.1 Bariões
Podemos agora pensar no que acontece quando aumentamos a quantidade de
Bariões no universo [30] [27]. Se aumentarmos a massa efectiva, o equilíbrio
que existe entre a gravidade e a pressão de radiação altera-se pois com uma
maior massa efectiva maior será a força gravítica e consequentemente teremos
uma maior compressão no poço de potencial. Aumentando a compressão,
tal como numa mola, aparece um desvio no zero point do oscilador como
se pode ver pela ﬁgura 1.9. Este exemplo apresenta uma amplitude maior
devido a uma compressão maior, mas mais importante que isso é a mudança
no seu valor absoluto devido ao desvio no zero point, isto é as compressões
dominam sobre as rarefações. Isto deve-se ao facto de tal como num oscilador
o ponto de rarefacção se manter. Visto o espectro depender do valor da massa
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Figura 1.8: Esta ﬁgura representa a oscilação de um único comprimento de
onda e à sua direita está a evolução no tempo no espaço de Fourier.[30]
bariónica este é um bom instrumento de medida do mesmo.
Figura 1.9: Nesta ﬁgura apresentamos de novo a representação de um os-
cilador harmónico, mas com uma maior presença de bariões. Facilmente se
pode observar que desta forma as compressões dominam sobre as rarefações
tendo como consequência um aumento dos picos ímpares em relação aos picos
pares.[30]
Nos seguintes gráﬁcos (1.10 e 1.11) pode-se ver como varia o espectro de
potências quando se varia o número de bariões. Se tivermos uma quantidade
de bariões pequena são perceptíveis os três picos bem deﬁnidos. Com o
aumento do número de bariões é fácil observar um aumento da amplitude
dos picos ímpares em relação aos picos pares. Isto deve-se ao facto de as
compressões estarem ligadas aos picos ímpares e as rarefações estarem ligadas
aos picos pares.
1.4.2 Efeito de Doppler
Neste modelo de universo que estamos a estudar há também lugar ao efeito
de Doppler [34]. Se pensarmos de novo em termos de molas (osciladores) os
extremos do movimento, compressão máxima e rarefacção máxima, originam
uma diferença de fase de 90o entre a temperatura e o movimento do ﬂuido.
Isto é, nos extremos do movimento as velocidades são mínimas enquanto que
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Figura 1.10: Espectro de potencias da radiação cósmica de fundo quando a
quantidade de bariões é pequena. Facilmente se notam os três picos bem
deﬁnidos.[30]
num ponto a meio do movimento a velocidade é máxima originando assim
este desfasamento. Se estiver na nossa linha de visão vamos observar o efeito
de Doppler transversal. Este efeito pode ser observado na ﬁgura 1.12.
Se desprezarmos a contribuição dos bariões então a amplitude é a mesma,
mas se não desprezarmos já vimos que estes aumentam a amplitude de os-
cilação e o valor absoluto, sendo que este último é uma evidência que na
presença de bariões a compressão nos vales aumenta. Se pensarmos em ter-
mos de conservação de energia, sempre que a massa efectiva do oscilador
aumenta a velocidade diminui com a raiz quadrada da massa; deste modo,
universos que tenham a presença de bariões fazem com que este efeito seja
diminuto (universo real) (ver 1.13).
1.4.3 Modelos
Se quisermos propor modelos mais realistas temos de deixar de admitir que
os poços de potencial são independentes do tempo. Sendo assim, admitamos
poços de potencial que dependem do tempo, dando assim origem a oscilações
forçadas no plasma de bariões-fotões. Neste ponto existem dois modelos de
formação de estruturas a partir do CMB: O modelo de isocurvatura e o
modelo adiabático [34] [30]. Vamos ver com atenção cada um deles:
Modelo Adiabático: Este modelo prevê a existência de poços de poten-
cial muito bem deﬁnidos no universo primitivo que evoluíram com a inﬂação.
Durante a fase dominada pela radiação, a pressão de radiação dentro do ho-
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Figura 1.11: Espectro de potencias da radiação cósmica de fundo quando
se aumenta a quantidade de bariões presente. Facilmente se nota que os
picos impares se impõem sobre os picos pares pois estes coincidem com as
compressões no oscilador.[30]
rizonte acústico não permite queda gravitacional. Sendo assim as ﬂutuações
de densidade não mantêm um potencial constante. Estes potenciais origi-
nam oscilações forçadas que aumentam as ﬂutuações de temperatura. Como
os potenciais decaem depois do cruzamento com o horizonte acústico estes
modos oscilam como um coseno. Apenas pequenos comprimentos de onda,
que cruzam o horizonte acústico durante a fase dominada pela radiação sen-
tem este aumento. Se pensarmos de novo num modelo de oscilações numa
mola podemos facilmente distinguir os dois casos. Neste caso o ﬂuido co-
meça a comprimir pois ao acumular matéria aumenta a força gravitacional,
e a pressão de radiação exerce uma força contrária que tenta resistir e até
superar a força gravitacional. Neste caso o ﬂuido oscila como uma onda
(coseno) (ver ﬁgura 1.14).
Modelo de Isocurvatura: Neste modelo não existem poços de potencial
previamente deﬁnidos [29]. Estes são gerados quando a matéria se move
no horizonte acústico. Neste caso, são as ﬂutuações de radiação que dão
origem aos potenciais. A pressão de radiação resiste à rarefacção existente no
plasma, imposta neste modelo, e cria poços de potencial que se desenvolvem.
Quando temos uma compressão máxima, como no modelo anterior, a pressão
de radiação é máxima e domina o estado. Neste caso temos uma oscilação
que evolui no tempo com o seno. Este modelo tem como base os defeitos
cosmológicos (ver ﬁgura 1.15).
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Figura 1.12: Esta ﬁgura demonstra um desfasamento de 90o entre a tempe-
ratura e a velocidade.[27]
Figura 1.13: Nesta ﬁgura pode-se observar que um aumento da densi-
dade de bariões faz com que se possa desprezar a contribuição do efeito
de Doppler.[27]
Como estes dois modelos dão origem a diferentes funções (seno e co-
seno), então bastaria apenas comparar as localizações dos picos do espectro
de potência angular. Infelizmente existem complicações. Os modelos de iso-
curvatura, tal como as cordas cósmicas, têm efeitos fora do horizonte o que
pode apagar este sinal. No modelo adiabático, se existir uma reionização
prematura no universo a estrutura dos picos pode-se perder. Estes efeitos
diminuem com o aumento da razão de matéria-radiação o que permite obter
informação na era de equilíbrio entre radiação e matéria. Se ignorarmos o
diﬀusion damping (secção seguinte) no modelo adiabático, observamos que
as alturas dos picos no gráﬁco de potência angular diminuem na região de
equilíbrio (Fig 1.16 e Fig 1.17). Para uma densidade de matéria ﬁxa o hori-
zonte acústico na época de equilíbrio é bastante menor que na época de last
scattering. Se diminuirmos a densidade de matéria fazemos com que a época
de equilíbrio seja mais tardia, originando um horizonte acústico maior na fase
de equilíbrio. A consequência disto é que as oscilações forçadas se vão sentir
cada vez para maiores comprimentos de onda, ou seja os primeiros picos vão
sentir um aumento [33]. Quando diminuímos a quantidade de matéria, o ho-
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Figura 1.14: Modelo adiabático: Facilmente se vê que este modelo origina
uma função coseno.[34]
Figura 1.15: Modelo de Isocurvatura: Facilmente se vê que este modelo
origina uma função seno.[34]
rizonte acústico na fase de equilíbrio vai ser menor e assim este efeito apenas
se vai observar para maiores valores de multipolo. Concluindo, à medida que
aumenta a razão de matéria/radiação os picos do espectro de potências ten-
dem a suavizar. Estas observações na era de equilíbrio são muito importantes
pois permitem saber a quantidade de matéria no universo.
1.4.4 Amortecimento por Difusão
Quando olhamos com mais atenção o espectro de potências podemos ve-
riﬁcar que este sofre uma atenuação para os maiores multipolos [34] [30].
Isto deve-se ao facto de as perturbações serem tão pequenas que se tornam
aproximadamente iguais ao livre percurso médio dos fotões. Este efeito tem
como base a imperfeição da ligação entre electrões e fotões na recombinação.
Os fotões antes de interagirem por efeito de Compton percorrem um certo
caminho, chamado livre percurso médio, fazendo com que regiões quentes e
frias se misturem, se este for da ordem do comprimento de onda (ver ﬁgura
1.18).
As ﬂutuações são amortecidas quase exponencialmente com o aumento
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Figura 1.16: Espectro de potências quando temos uma pequena razão matéria
radiação.[33]
do livre percurso médio [30]. Na superfície de Last Scattering a fracção de
elementos ionizados diminui devido à recombinação, e deste modo aumenta o
livre percurso médio dos fotões. Por deﬁnição, dizemos que a escala do livre
percurso médio é da ordem da espessura da superfície de Last Scattering, o
que provoca um anulamento no espectro de anisotropias para grandes ls.
Visto esta escala ser sensível à quantidade de bariões presentes no universo
serve como ferramenta para medir parâmetros cosmológicos e curvatura do
universo. Vamos então ver dois exemplos das suas vantagens.
Se aumentarmos a densidade dos bariões, o plasma torna-se mais com-
pacto logo faz com que a atenuação se veriﬁque para maiores multipolos (ver
ﬁguras 1.19 e 1.20).
Se aumentarmos a densidade de matéria, a idade do universo na recombi-
nação aumenta, aumentando assim a escala angular (ver ﬁguras 1.21 e 1.22).
1.4.5 Efeitos de Projecção
Como já sabemos, às anisotropias presentes no céu correspondem ﬂutuações
de temperatura na superfície de Last Scattering. Porém a conversão de escala
física para uma escala angular não depende só da distância à superfície de
Last Scattering mas também da curvatura do universo [27] [34] [31] [30].
A curvatura deve ser vista como uma lente gravitacional com origem na
curvatura do próprio universo, em vez de ser uma ﬂutuação na curvatura.
Isto é, um efeito global e não local.
Podemos pensar no caso em que o universo é fechado, isto é, tem curvatura
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Figura 1.17: Espectro de potências quando aumentamos a razão matéria
radiação. Facilmente se nota que os picos têm tendência a suavizar.[33]
positiva. Neste caso, se pensarmos no universo como um globo, os fotões
deslocam-se em geodésicas e nós somos as linhas de longitude. Deste modo a
um mesmo ângulo no céu corresponde uma escala física menor (ﬁgura 1.23).
Em universos abertos, onde a curvatura é negativa, temos o efeito oposto.
A um mesmo ângulo no céu vão corresponder escalas de anisotropia maiores
(ﬁgura 1.24).
Como já sabemos as ﬂutuações na superfície de Last Scattering dão ori-
gem um conjunto de harmónicos da escala do horizonte acústico. Medindo
as escalas angulares no céu originadas por essas ﬂutuações temos acesso à
curvatura do universo, isto é, sabendo o valor da distância angular dA que é
deﬁnida mais à frente. Sendo assim os efeitos que têm origem na superfície
de Last Scattering vão ser afectados pela curvatura do espaço, e deste modo
os picos do espectro de potência angular vão sofrer deslocamentos.
Se supusermos agora que a distância à superfície de Last Scattering di-
minui, então diminui a escala física a que corresponde um certo ângulo no
céu. Deste modo é fácil compreender que objectos que estejam entre nós
e a superfície de Last Scattering vão ser profundamente afectados por esta
propriedade. O efeito de Sachs-Wolf também vai ser afectado pela curvatura
do universo, mas efeitos que tenham origem na superfície de Last Scattering
apenas vão sentir uma mudança de escala para maiores valores de l. Resu-
mindo, se as razões de matéria-radiação e bariões-fotões forem ﬁxas os picos
acústicos vão sofrer um desvio.
Universo com curvatura positiva - Devido à curvatura os picos são desvia-
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Figura 1.18: livre percurso medio.[30]
dos para ângulos menores no céu, isto é maiores valores de multipolo. Este
efeito é visível no seguinte gráﬁco (ﬁgura 1.25). Podemos observar que a
curvatura apenas escala os picos.
Universo com Λ 6= 0 - A expansão é acelerada o que provoca uma diminui-
ção da distância co-móvel à superfície de Last Scattering e logo provoca um
desvio nos picos do espectro de potências para maiores ângulos ou seja me-
nores valores de multipolo. Na ﬁgura seguinte pode-se veriﬁcar que este efeito
também não altera os picos entre eles, mas apenas sofrem uma mudança de
escala.
A degenerescência provocada por estes dois efeitos em simultâneo pode
ser minimizada a grandes ângulos pelo efeito de Sachs-Wolf integrado tardio.
Observando o espectro de potências pode-se dizer que o espaço entre
os picos constitui o mais robusto teste que se pode fazer à curvatura. Em
modelos onde a variação dos poços de potencial é lenta em comparação com
a frequência de oscilação, o período de oscilação é que deﬁne a separação
entre os picos. Esta observação é diﬁcultada por incertezas no valor de h e
no valor da razão matéria-radiação.
1.4.6 Primeiro pico
Depois de serem realizadas muitas experiências, entre elas estudos como o
Boomerang e o Maxima, este foi localizado no espectro de potências como
tendo l ≈ 200 [30]. Como já vimos todos os picos do espectro de potências
são sensíveis à curvatura do universo. Mais concretamente um aumento
de curvatura desvia todo o espectro de potências para valores de multipolo
maiores. Com os dados obtidos experimentalmente e ilustrados na ﬁgura 1.26
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Figura 1.19: Esta ﬁgura demonstra como uma grande densidade de bariões
faz com que a atenuação se faça para maiores valores de multipolo.[30]
Figura 1.20: Se compararmos esta ﬁgura com a ﬁgura 1.19 vemos como a
atenuação do espectro se faz para menores valores de multipolo se a densidade
de bariões for menor.[30]
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Figura 1.21: Aumentando a densidade de matéria a idade do universo au-
menta e desta forma a escala angular aumenta fazendo com que a atenuação
se faça para menores valores de multipolo.[30]
Figura 1.22: Em sentido contrário, se diminuir a densidade de matéria a
idade do universo diminui, diminuindo a escala angular, o que por sua vez
desvia a atenuação para maiores valores de multipolo.[30]
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Figura 1.23: Globo onde facilmente se vê que para uma curvatura positiva
se observa uma escala física menor para a mesma escala angular.[34]
Figura 1.24: Esta ﬁgura mostra que para um mesmo ângulo no céu corres-
pondem escalas físicas maiores.[34]
pode-se então concluir que o universo é espacialmente plano, pois a posição
do primeiro pico está muito próximo de 200. A ﬁgura 1.27 mostra como
os dados das experiências coincidem com o valor nulo para a curvatura do
universo. Pode-se mesmo demonstrar que a posição do primeiro pico é dada
por l ≈ 220√
Ω
, então como o pico está próximo de l = 200 só se pode concluir
que o universo é aproximadamente plano [21].
Podemos então concluir que este primeiro pico indica a natureza aproxi-
madamente plana do universo.
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Figura 1.25: Linha a vermelho-com curvatura positiva;Linha a verde universo
com presença de energia escura;[27]
1.4.7 Segundo pico
Como já vimos anteriormente os picos do espectro de potências são muito
sensíveis à quantidade de bariões no universo. Como sabemos um aumento
do número de bariões produz aumento dos picos ímpares e uma atenuação
dos picos pares (ﬁgura 1.28) [30]. O efeito sobre o espectro de potências pode
ser observado nas ﬁguras 1.10 e 1.11.
Visto a acumulação de bariões provocar tão grande alteração no espectro
de potências, podemos aﬁrmar que a medição da quantidade de matéria no
universo pode ser conhecida facilmente e com precisão. Embora este pico não
tenha uma posição precisa no espectro de potências, pois os dados ainda não
o permitem, podemos aﬁrmar com segurança que este tem um pico muito
menos acentuado que o primeiro (ﬁgura 1.29). Temos então que a posição
do segundo pico permite testar a quantidade de bariões no universo.
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Figura 1.26: Dados do Boomerang e do Maxima sobre a posição do primeiro
pico: Aqui se pode ver que o primeiro pico se encontra algures próximo de
l = 200.[30]
1.4.8 Terceiro pico
A natureza deste pico é mais complicada que a dos anteriores. Como sabemos
a densidade de radiação domina sobre a densidade de matéria no inicio, desta
forma já não podemos supor um potencial ﬁxo que oscila. Na realidade
supondo que a radiação domina é esta que origina o potencial. Quando a
compressão chega ao limite máximo, isto porque a pressão se equilibra com
a gravidade, a ﬂutuação estabiliza decaindo em seguida. Este decaimento
acontece quando o ﬂuido está no seu estado mais compresso e nesse caso
não vai ter de escalar um potencial gravitacional e logo a sua amplitude vai
aumentar [30]. Este efeito só acontece num universo dominado pela radiação.
Visto o universo passar a ser rapidamente dominado pela matéria escura
estamos à espera de diferenças entre estes dois tipos de modos. Como são os
modos de pequeno comprimento de onda que começam a oscilar primeiro este
efeito sente-se para pequenas escalas, isto é para grandes valores de multipolo.
Podemos então dizer que temos um terceiro pico que é sensível a quantidade
de matéria escura no universo. Quando diminuímos a quantidade de matéria
escura Ωmh2 esta afecta o efeito dos bariões pois como os poços de potencial
desaparecem deixa de existir algo onde os bariões possam cair. Sendo assim
tendo um terceiro pico que é comparável ou até superior ao segundo pico
signiﬁca que a densidade de matéria escura dominava a densidade de matéria
no plasma antes da recombinação. De notar que o primeiro e segundo picos
são ainda muito afectados pelos bariões e fotões, sendo assim o terceiro pico
torna-se extremamente importante no teste da densidade de matéria escura.
Este efeito pode ser observado nas ﬁguras 1.30 e 1.31.
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Figura 1.27: Nesta ﬁgura onde temos os dados do Boomerang e do Maxima
a linha a vermelho indica um universo espacialmente plano.[30]
Resumindo os três picos do espectro de potências angulares contêm in-
formação essencial acerca do universo [30]. O primeiro pico demonstra que
estamos na presença de um universo plano, enquanto que estudando o se-
gundo pico podemos ter acesso a informação sobre a densidade de bariões no
universo. O terceiro pico mostra a importância de sabermos a densidade de
matéria escura no universo. A ﬁgura 1.32 mostra de uma forma gráﬁca este
resumo.
Como os leitores puderam perceber o estudo da radiação cósmica de fundo
é vital para a compreensão do universo. Depois desta introdução mais des-
critiva sobre a radiação cósmica de fundo proponho estudar mais em profun-
didade os aspectos teóricos da radiação cósmica de fundo, mas para isso ne-
cessitamos de um conhecimento razoável acerca do universo primitivo. Desta
forma o segundo capitulo apresenta uma introdução ao universo desde o Big
Bang até à recombinação.
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Figura 1.28: Esta ﬁgura esclarece perfeitamente a forma como os bariões afec-
tam o espectro de potências. Tal como num oscilador harmónico a posição
de rarefacção máxima não vai ser alterada, mas se aumentarmos a densi-
dade de bariões temos que a posição de compressão máxima sofre alteração.
Sabendo que os picos ímpares correspondem a posições de compressão e os
pares a rarefações então é fácil perceber que os picos ímpares se vão reforçar
em relação aos picos pares.[30]
1.4. RADIAÇÃO CÓSMICA DE FUNDO: UMA DESCRIÇÃO 33
Figura 1.29: Nesta ﬁgura onde temos os dados do Boomerang e do Maxima
podemos ver que o segundo pico é bastante mais pequeno que o primeiro pico
o que indica um valor para a densidade de bariões de ΩBh2 ≈ 0.02.[30]
Figura 1.30: Esta ﬁgura demonstra que quando aumentamos a quantidade
de matéria escura Ωmh2 o terceiro pico cresce o que demonstra que a matéria
escura dominava sobre a densidade de matéria antes da recombinação.[30]
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Figura 1.31: Nesta ﬁgura podemos observar que quando diminui a quantidade
de matéria escura Ωmh2 ≈ 0.02 formam-se três picos bem distintos, isto
independentemente da densidade de bariões.[30]
Figura 1.32: Figura que mostra como os três principais picos do espectro de
potências são muito importantes.[30]
Capítulo 2
O Universo Primordial
2.1 O Universo primitivo
2.1.1 Primeiros aspectos
Vamos agora estudar com maior detalhe os primeiros instantes do universo.
Interessa-nos fazer este estudo quando o universo tinha uma temperatura
maior ou igual a 1010K, quando abundavam os pares electrão-positrão e
os neutrinos estavam em equilíbrio térmico com estes. Mas consideremos
primeiro a época onde as temperaturas se situam entre 104K e os 1011K.
A estas temperaturas os pares muões-antimuões e hadrões-antihadrões já
não estão a ser produzidos de modo efectivo. Vamos então estudar algumas
propriedades desta fase [65]:
• A taxa de colisões entre fotões e electrões ou outras partículas carrega-
das era tão alta que era maior que a taxa de expansão; logo, estes podem
se considerar como estando em equilíbrio térmico com uma tempera-
tura T que decresce de igual forma. Para tempos ainda mais primitivos
até os neutrinos e a matéria escura se podem considerar como estando
também em equilíbrio térmico.
• O número de fotões por unidade de volume é muito maior que o nú-
mero de bariões (e anti-bariões) por unidade de volume, logo podemos
desprezar o potencial químico associado ao número bariónico.
• Como a razão electrões/fotões é muito pequena actualmente, então
pode-se supor que esta foi sempre muito pequena, ou seja o número
leptões-antileptões por unidade de volume sempre foi pequeno. Quer
isto dizer que com temperaturas de cerca de 1010K, quando os pares
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electrão-positrão eram abundantes, a densidade de energia não era pro-
porcional a T 4 nem a entropia proporcional a T 3, mas a densidade de
energia, entropia e pressão eram funções apenas da temperatura.
Na continuação do nosso trabalho fazemos agora uma pequena introdução
à termodinâmica desta fase para mais facilmente podermos compreender o
universo primitivo. Como estamos num universo em equilíbrio térmico temos
que a entropia num volume co-móvel é conservada.
S(T )a3 = const (2.1)
A segunda lei da termodinâmica diz-nos então que uma variação adiabática
de um sistema com volume V tem um efeito na entropia dado por:
d(S(T )V ) =
d(ρ(T )V ) + p(T )dV
T
(2.2)
se tivermos em atenção os coeﬁcientes de dV ﬁcamos com
S(T ) =
ρ(T ) + p(T )
T
(2.3)
tendo em atenção todos os outros coeﬁcientes e utilizando a expressão ante-
rior obtemos
T
dp(t)
dT
= ρ(T ) + p(T ) (2.4)
se supusermos o caso da radiação onde p(T ) = ρ(T )
3
logo a expressão anterior
mostra que
ρ = aBT
4 (lei de Stefan-Boltzmann) (2.5)
com
aB =
8pi5K4B
15h3c3
≈ 7.5658× 10−15ergcm−3deg−4 (2.6)
ou seja, obtemos a lei de Stefan-Boltzmann, como seria de esperar. Se ﬁzer-
mos o mesmo na equação (2.3) temos
S(T ) =
4
3
ρ(T )
T
(2.7)
e usando a lei de Stefan-Boltzmann (2.5) obtemos
S(T ) =
4
3
aBT
3. (2.8)
É por esta razão que na secção seguinte nos referimos a σKB ≡ 4aBT 33nB como
sendo uma entropia por barião. Se supusermos um igual número de partículas
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e anti-partículas, o número de partículas por unidade de volume n(p)dp de
uma espécie de fermiões ou bosões de massa m e momento entre p e p + dp
é dada respectivamente pelas distribuições de Fermi-Dirac e Bose-Einstein
(com potencial químico nulo),
n(p, T ) =
4pigp2
(2pi~)3
 1
e
√
p2+m2
KBT ± 1
 (2.9)
onde g é o numero de estados de spin possíveis para partícula e antipartícula.
O sinal positivo é utilizado para fermiões e o sinal negativo para bosões. Para
fotões temos g = 2 pois temos dois estados. Para electrões-positrões temos
g = 4 pois são dois estados de spin e as partículas são de espécies distintas.
A densidade de energia é dada por [65]
ρ(T ) =
∫ ∞
0
n(p, T )dp
√
p2 +m2 (2.10)
e a pressão é dada por
p(T ) =
∫ ∞
0
n(p, T )dp
p2
3
√
p2 +m2
. (2.11)
A densidade de entropia é então dada por
S(T ) =
1
T
∫ ∞
0
n(p, T )dp
(√
p2 +m2 +
p2
3
√
p2 +m2
)
. (2.12)
Se estivermos a lidar com partículas sem massa
ρ(T ) = g
∫ ∞
0
4pip3dp
(2pi~)3
(
1
e
p
KBT ± 1
)
=
4pi
(2pi~)3
∫ ∞
0
p3dp
e
p
KBT
=
{
gaBT
4
2
(Bosões)
7gaBT
4
16
(Fermiões)
(2.13)
onde p(T ) = ρ(T )
3
e S(T ) = 4ρ(T )
3T
. Cada espécie de fermião sem massa tem
uma contribuição para a densidade de energia, pressão e entropia que é a
mesma para cada estado de polarização dos fotões excepto por um factor
de 7
8
. Durante o período de equilíbrio térmico, a variação da temperatura é
dada pela conservação da entropia e pelas equações de campo sem curvatura
[44]
a˙2
a2
=
8piGρ(T )
3
(2.14)
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que combinadas dão origem à seguinte expressão
t = −
∫
S ′(T )dT
S(T )
√
24piGρ(T )
+ const. (2.15)
O valor negativo deve-se ao facto de a temperatura decrescer com o tempo.
No caso particular de um universo dominado por um gás ultra-relativista, a
entropia e as densidades de energia são dadas por
S(T ) =
2ℵaBT 3
3
(2.16)
ρ(T ) =
ℵaBT 4
2
(2.17)
onde ℵ é número de tipos de partículas e anti-partículas de cada estado de
spin separadamente, com um factor de 7
8
para fermiões. Neste caso temos
então que (2.15) é dado por [65]
t =
√
3
16piGℵaB T
−2 + const (2.18)
2.1.2 Os Neutrinos
Vamos então começar a jornada que tem o seu inicio quando o universo tinha
uma temperatura de T = 1011K, o que está no intervalo mµ À KBT À me.
Mesmo assim esta baixa temperatura não permite a existência de reacções
do tipo νµ + e → µ + νe e ντ + e → τ + νe. Desta forma os neutrinos
e antineutrinos, µ e τ , estavam em equilíbrio térmico por reacções neutras
do tipo, dispersão neutrino-electrão ou e+ + e− ­ ν + ν¯. O universo era
então constituído por fotões com 2 estados de spin, e espécies de neutrinos e
antineutrinos, electrões e positrões com 2 estados de spin, que estavam todos
em equilíbrio térmico e todos num estado ultra-relativista. Temos então que
ℵ é dado por
ℵ = 2 + 7
8
(6 + 4) =
43
4
(2.19)
e a equação (2.18) ﬁca, em unidades cgs [65],
t =
√
3
172piGaB
T−2 + const = 0.994
[
T
1010K
]−2
s+ const. (2.20)
Se por exemplo ignorarmos a massa dos electrões e a presença dos muões
podemos dizer que levou 0.0098 segundos para que a temperatura caísse dos
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1012K para os 1011K e mais 0.98 segundos para que caísse para os 1010K.
Quando a temperatura atingiu os 1010K os neutrinos saíram do equilíbrio
térmico e, tal como os fotões da radiação cósmica de fundo, começaram a
sua longa viagem livres de interacções. Para mostrar que estes saíram do
equilíbrio devemos fazer a razão da taxa de colisão neutrino-electrão com a
taxa de expansão. Deste modo temos saber a secção eﬁcaz desta dispersão.
A secção eﬁcaz para a dispersão neutrino-electrão é dada por [65]
σwk ≈ (~GwkKBT )2 (2.21)
onde Gwk é a constante de acoplamento para interacções fracas e é Gwk ≈
1.16× 10−5Gev−2. O número de electrões por unidade de volume, quando a
temperatura é superior a 1010K, é dado por
ne ≈
(
KBT
~
)3
, (2.22)
portanto a taxa a que os neutrinos e electrões colidem é
Γν = neσwk ≈
(
KBT
~
)3
(~GwkKBT )2 ≈ G
2
wkK
5
BT
5
~
, (2.23)
e a taxa de expansão do universo, num universo dominado pela radiação é
H ≈
√
G(KBT )4
~3
. (2.24)
Podemos agora calcular a razão entre a taxa de colisão e a taxa de expansão
Γν
H
≈
(
T
1010K
)3
. (2.25)
Como queríamos mostrar, os neutrinos a uma temperatura a rondar os 1010K
eram dispersos tão rapidamente que permaneciam em equilíbrio térmico.
Para temperaturas menores os neutrinos deixam de estar em equilíbrio e
a taxa de colisões Γν ﬁca menor que H e logo a razão ΓνH ﬁca menor que 1.
Vemos então que os neutrinos ﬁcam livres e a distribuição do número de neu-
trinos por unidade de volume ﬁca com a forma (2.9), com a temperatura a
cair com Tν ∝ 1a [13]. À medida que a temperatura decresce a massa do elec-
trão deixa de poder ser esquecida. Sendo assim a temperatura dos electrões,
fotões e positrões já não cai com o inverso de a, ao contrário dos neutrinos
como já vimos. Devemos então distinguir estes dois tipos de temperatura,
a temperatura dos neutrinos e a temperatura das partículas que estão em
equilíbrio térmico.
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A densidade de entropia de fotões, electrões e positrões é dada por
S(T ) =
4
T
∫ ∞
0
4pip2dp
(2pi~)3
(√
p2 +m2 +
p2
3
√
p2 +m2
)(
1
e
√
p2+m2
KBT + 1
)
+
4aBT
3
3
=
4aBT
3
3
S
(
me
KBT
)
(2.26)
onde aB = pi
2K4B
15~3 . Temos então que
S(x) = 1 +
45
2pi4
∫ ∞
0
y2dy
(√
y2 + x2 +
y2
3
√
y2 + x2
)
1
e
√
x2+y2 + 1
, (2.27)
e tendo em conta a equação de conservação da entropia S(T )a3 = const
temos que T 3S
(
me
KBT
)
a3 = const. Sabendo que Tν ∝ a−1 logo
Tν ∝ a−1 ∝ TS 13
(
me
KBT
)
. (2.28)
Podemos agora discutir dois limites. O limite de altas temperaturas e o seu
oposto. Se considerarmos uma fase onde KBT À me temos de considerar
equilíbrio térmico e
S(0) = 1 + 2
7
8
=
11
4
, (2.29)
temos então
Tν =
(
4
11
) 1
3
TS
1
3
(
me
KBT
)
. (2.30)
A razão entre as temperaturas ( T
Tν
) varia de um valor muito próximo da
unidade (1.008) para T > 1011K até 1.346 para T = 109K. Fazendo agora
para KBT ¿ me notamos que S(∞) = 1. Logo, a equação (2.30) dá
T
Tν
=
(
11
4
) 1
3
= 1.401. (2.31)
Se extrapolarmos para o nosso universo actual com T = 2.725K, então
concluímos que a temperatura dos neutrinos é
Tν =
2.725
1.401
= 1.945 (2.32)
Seria muito bom se conseguisse-mos de alguma forma ter informação sobre
este tipo de radiação de fundo, mas os neutrinos são partículas muito difíceis
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de detectar. A tabela seguinte apresenta uma descrição pormenorizada do
estudo anterior. Esta tabela dá também o tempo necessário para que a
temperatura T caia de 1011K para o valor tabelado. Depois desta era de
aniquilação electrão-positrão a densidade de energia do universo continuou
a ser dominada por fotões partículas ultra-relativistas. Neste caso já não
se aplica a equação (2.20) mas sim a equação seguinte, que não entra nesta
discussão e ﬁca apenas com uma apresentação formal [65].
t = 1.78
[
T
1010K
]−2
+ const. (2.33)
Tabela 1:
Razão entre a temperatura do ﬂuido fotões-electrões e a
temperatura dos neutrinos para uma variação de temperatura e
tempo. [65]
T(K) T
Tν
t(s)
1×1011 1.000 0
6×1010 1.000 0.0177
3×1010 1.001 0.101
2×1010 1.002 0.239
1×1010 1.008 0.998
6×109 1.022 2.86
3×109 1.080 12.66
2×109 1.159 33.1
1×109 1.345 168
3×108 1.401 1980
1×108 1.401 1.78×104
1×107 1.401 1.78×106
1×106 1.401 1.78×108
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2.1.3 Bariogénese
Esta era é bem anterior à era leptónica estudada na secção anterior. Esta
fase teve origem pouco depois da era inﬂacionária e do reheating (Conversão
da energia do vácuo para formas de energia e densidade mais convencionais)
e tenta explicar a assimetria entre matéria e anti-matéria. Nestes tempos
quando a temperatura era 1013K, os nucleões não estavam ainda forma-
dos pelos seus 3 quarks e haveria em equilíbrio térmico tantos pares quark-
antiquark como fotões. Mas a conservação do número bariónico (1
3
o número
de quarks menos o número de antiquarks) durante o processo de aniquila-
ção, diz-nos que antes desta fase teria de haver um ligeiro excesso de quark
sobre antiquark de forma a que sobrevivessem quarks suﬁcientes para formar
nucleões, depois de se terem aniquilado todos os pares quarks-antiquarks.
Também deveria haver um pequeno excesso de electrões sobre positrões para
manter a neutralidade de carga no universo. Pensa-se que existe um excesso
de antineutrinos sobre neutrinos para que a densidade de leptões por unidade
de volume seja nulo, mas é mais natural assumir que antes da aniquilação
leptão-antileptão existia também uma diferença entre leptões e antileptões tal
como haveria em quark-antiquarks. Estas diferenças nos leptões-antileptões e
nos quarks-antiquarks podem ser explicados se o número de bariões e leptões
por unidade de volume fossem gerados por processos físicos no universo que
numa altura anterior tinham um número igual de partículas antipartículas
de todas as espécies.
Em 1967 Sakharov impôs três condições necessárias para que de um uni-
verso num estado de simetria bariónica se desenvolva um universo com nú-
mero bariónico diferente de zero [21] [53]:
1. Processos que violassem a conservação do número bariónico:
Para que tenhamos um universo onde existe diferença entre partículas
e antipartículas tanto para bariões como para leptões, com origem num
universo simétrico então houveram processos físicos que violaram tanto
a conservação de número bariónico como número leptónico. Se não fosse
assim um universo que tivesse B = 0 seria sempre um universo com
B = 0.
2. Violação de simetria C e CP: Um universo com o mesmo número
de partículas e anti-partículas de cada tipo é invariante segundo os
operadores de simetria C e CP (mudança de carga e mudança de sinal
dos três vectores coordenados). Quer isto dizer que havendo simetria
um sistema de partículas comporta-se exactamente do mesmo modo
que um universo de antipartículas. Se todas as reacções de matéria
e anti-matéria se processam à mesma taxa então no ﬁnal não haveria
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assimetria. Logo a violação de C e CP é necessária.
3. Saída do estado de equilíbrio: De forma a produzir um excesso de
bariões sobre antibariões ou um desiquilíbrio de leptões com antileptões
de um estado com equilíbrio entre eles, o universo deverá ter saído de
um estado de equilíbrio térmico e químico. Isto é importante de modo
a termos taxas de ocupação de partículas e anti-partículas diferentes.
Estas três condições sabem-se agora satisfeitas. É então possível que pro-
cessos físicos produzam um número leptónico e bariónico diferente de zero.
Falta então ter uma teoria em que a razão de bariões/fotões observada seja
prevista. Existem algumas teorias que prevêem tal propriedade. Entre estas
estão o decaimento de partículas pesadas, o mecanismo de Aeck-Dine a
Síntese bariónica em equilíbrio, mas a mais aceite é a leptogênese.
Leptogénese Os efeitos não perturbativos de interacções electrofracas
podem transformar um número leptónico num número bariónico ou vice-
versa. Existem quantidades associadas a simetrias de gauge que têm de ser
conservadas. São elas o isospin e a hipercarga electrofraca (Υ), a cor na
Cromodinâmica Qquântica e uma quantidade B-L (no bariónico total menos
no leptónico total). Estes deram origem ao denominado modelo standard
SU(2) × SU(3) × U(1). Onde o grupo U(1) está associado a interacções
electromagnéticas, o grupo SU(2) a interacções fracas, o grupo SU(2)×U(1)
a interacções electrofracas e o grupo SU(3) á cromodinâmica quântica. Esta
é a base de uma teoria interessante e complexa mas que não abordamos neste
trabalho.
2.1.4 O que é a matéria escura
No estudo posterior sobre nucleosíntese vamos concluir que grande parte da
massa do universo não está sob a forma de matéria bariónica, núcleos ató-
micos e electrões, mas sim na forma de matéria escura. O seu nome tem
fundamento na pouca interacção que esta tem com a radiação. Quer isto
dizer que este tipo de matéria não interage através de interacções electroma-
gnéticas, daí o seu nome. A descoberta desta deve-se ao facto das curvas de
rotação galácticas não estarem de acordo com o esperado [17]. De acordo
com a terceira lei de Kepler (P 2 = a3) quanto maior a distancia de estrelas
e outros objectos ao centro da galáxia, onde supostamente estaria a maior
parte da massa, menor será a velocidade orbital. Mas os gráﬁcos de curvas
de rotação de galáxias disponíveis, mostram que a velocidade orbital não
decresce, mantendo-se praticamente constante. Sendo assim os Astrónomos
só podem concluir que a grande parte da massa total da galáxia terá que
residir nessas zonas limítrofes. Esta matéria escura deverá ser fria devido as
44 CAPÍTULO 2. O UNIVERSO PRIMORDIAL
suas velocidades não relativistas [47]. Vários estudos já mostraram eviden-
cias observacionais que a matéria escura apenas interage fracamente através
de interacções gravitacionais, com ela própria ou com bariões, ou através
de interacções fracas. Com todas estas propriedades a física de partículas
propôs alguns candidatos.
2.1.5 Possíveis candidatos a CDM
WIMP'S
WIMPS é a sigla utilizada que identiﬁca partículas massívas que in-
teragem de forma fraca (Weakly Interacting Massive Particles) [65]. Estas
partículas têm algum tipo de número quântico que se conserva. Se está asso-
ciado um potencial químico nulo, o número de partículas e anti-partículas por
unidade de volume é igual. Se estiver associado um potencial químico não
nulo depois da aniquilação permanecem partículas ou anti-partículas. Mesmo
no caso do número ser igual assim que a densidade diminui estas deixam de se
aniquilar fazendo com que estas permaneçam no universo. Estas partículas
são denominadas de partículas L (L-particles) e distinguem-se das outras que
se assumem estando em equilíbrio térmico e químico durante o período de
aniquilação. Inicialmente estas partículas foram indicadas como sendo neu-
trinos pesados, que eram diferentes dos outros 3 tipos e que se consideram
como sendo leptões pesados sem interacções com outros leptões conhecidos.
O candidato mais plausível, dado pela supersimetria com R = −1, para es-
tas partículas L é o gravítino. Estes gravitinos são um bom candidato mas
à luz da supersimetria com R = −1 eles não possuem massa suﬁciente. Se
ﬁzermos algumas considerações cosmológicas estes deixam de ser tão leves,
tendo mesmo outras partículas tal como o sneutrino e o neutralino assumido
esse posto. Na realidade fazendo estas considerações a densidade de massa
(massa por unidade de volume) dos gravitinos ultrapassa os limites do uni-
verso. De forma a puderem existir a massa dos gravitinos deverá ser menor
que 100ev, o que é inconsistente com estas considerações anteriores. Mas se
estes não são as partículas mais leves eles podem decair fazendo com que
a sua massa por unidade de volume diminua e logo embora as suas massas
sejam elevadas estão dentro dos parâmetros aceitáveis.
Axiões e Axinos
Os axiões ao contrário das partículas anteriores são leves neutras e sem
spin [65]. Estas são necessárias para explicar a quebra de simetria espon-
tânea quando surgiu pela primeira vez, num modelo criado para explicar
porque é que os efeitos não perturbativos das interacções fortes não violam
a invariância CP. A parte dominante da acção efectiva toma a forma
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Iϕ = −
∫
d4x
√
−detg
[
1
2
gµν∂µϕ∂νϕ+ V (ϕ)
]
(2.34)
com V (ϕ) = 1
2
m2aϕ
2 ﬁcamos com
Iϕ =
∫
d4x
√
−detg
[
−1
2
gµν∂µϕ∂νϕ− 1
2
m2aϕ
2
]
(2.35)
onde ma é a massa do Axião. Os Axiões são partículas que praticamente não
interactuam com outras partículas e por isso são muito difíceis de detectar.
Uma das formas de os detectar é observar a conversão de Axiões cósmicos
para fotões em campos magnéticos intensos. Em teorias de supersimetria o
Axião está sempre ligado a uma outra partícula de spin 1
2
, o Axino. Esta é a
partícula mais leve com R = −1 e ainda estável tal como veremos na secção
seguinte. Os Axinos podem ser produzidos de um modo térmico ou de um
modo não térmico através do decaimento de outras partículas com R = −1.
Este Axino é mais um possível candidato a formar a matéria escura fria.
2.1.6 Número R
Na secção anterior introduzimos uma letra R embora não a tenhamos ex-
plicado. Em teorias de supersimetria existe a conservação de um número
quântico, deﬁnido pela letra R, que toma o valor +1 para todas as partículas
conhecidas do modelo standard e o valor −1 para os seus semelhantes super-
simetricos. Entre outras coisas a lei de conservação diz-nos que a partícula
mais leve com R = −1 é estável e são conhecidas pela sigla LSP (Ligh-
test supersymmetric particle), pese embora duas destas partículas se possam
aniquilar em partículas normais com R = +1.
2.2 O Universo não tão primitivo!
2.2.1 O espectro da radiação cósmica de fundo
O espectro da radiação cósmica de fundo é uma das mais importantes peças
deste puzzle. Sendo assim é muito importante conhecer o seu aspecto e saber
como ele evolui no tempo. Sabemos que numa expansão livre a distribuição
de fotões preserva o espectro de um corpo negro, com uma temperatura
que decai com a−1(t). Numa expansão livre de partículas não relativistas,
como electrões, a distribuição de momento preserva o espectro de Maxwell-
Boltzmann
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n(p)dp ∝ e −p
2
2mKBT (2.36)
Sabemos que pela deﬁnição de momento de cada partícula
p ≡ m0
√
gij
dxi
dτ
dxj
dτ
(2.37)
Se trabalharmos a equação de movimento da relatividade geral vemos que
tem solução dxj
dτ
= a−2(t). Sabendo que a nossa métrica de FLRW admite
gij = a
2(t)δij, então facilmente se nota que
p ∝ a−1(t) (2.38)
sendo assim a temperatura da distribuição de Maxwell-Boltzmann irá de-
cair com a−2(t). Surge agora uma duvida importante nesta fase. Como irá
então decair a temperatura do universo? A resposta tem uma formulação ló-
gica. Visto a quantidade de fotões ser muito superior ao número de electrões
então a temperatura deverá decair com a−1(t). Podemos tentar perceber esta
questão de uma forma mais aprofundada se tivermos em conta a 2o lei da
termodinâmica. Na era do equilíbrio tanto a entropia como o número de ba-
riões (protões+neutrões) num volume có-movel são invariantes e logo a sua
razão (KBσ), denominada entropia por barião, é também constante. Vamos
então partir da 2o lei da termodinâmica
ds =
dU + pdV
T
⇔ d(KBσ) =
d ²
nB
+ pd( 1
nB
)
T
(2.39)
onde ² é a densidade de energia e nB é o número de bariões. Consideremos a
forma mais simples, um gás ideal de fotões e partículas não relativistas (elec-
trões e protões), com um número ﬁxo de partículas não relativistas por barião
(ℵ). A densidade de energia térmica e a pressão são dadas respectivamente
por
² = aBT
4 +
3
2
ℵnBKBT (2.40)
p =
1
3
aBT
4 + ℵnBKBT (2.41)
substituindo em (2.39), temos como solução
σ =
4aBT
3
3nBKB
+ ℵ ln
(
T
3
2
nBC
)
(2.42)
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onde C é uma constante de integração. Esta quantidade é muito importante
pois ela permanece constante em equilíbrio térmico. Olhando ao valor de
nB = 1.123 × 10−5ΩB · h2 · nucleoes · cm−3 podemos dizer que o primeiro
termo de σ actualmente é maior que 108. Assumindo que este valor seria
igual na era de equilíbrio, então como σ era constante temos que T 3
nB
também é
constante em equilíbrio térmico. De facto como o primeiro termo é da ordem
de 108 o segundo termo não interfere muito. Como esta razão é também
constante quando os fotões não sofrem colisões e quando os fotões interagem
com os electrões apenas por dispersão elástica então esta razão deverá ter
sido constante desde a época de equilíbrio até hoje. Deﬁnindo C = nB
T
3
2
então
o logaritmo é nulo fazendo com que tenhamos
σ =
4aBT
3
3nBKB
=
4nγ0
3× 0.3702× nB = 3.60
nγ0
nB0
= 3.60
410
1.123
× 105Ω−1B · h−2
(2.43)
A conservação do número de bariões diz-nos que nBa3 é constante logo (2.42),
implica que T ∝ a−1(t). Temos então a resposta que estávamos à espera,
tem um espectro de corpo negro, pois temos equilíbrio térmico, com uma
temperatura que decai com a−1(t), mesmo quando são tidos em conta efeitos
inelástico pequenos, isto é perda de energia do fotão que embateu.
O universo presente evoluiu de um universo muito menor, mais quente e
mais denso através da expansão. Como já vimos podemos pensar numa fase
onde existe equilíbrio térmico. Sendo assim o número de fotões em equilíbrio
com a matéria a uma dada temperatura (T), com frequência entre ν e ν+dν
é dado pelo espectro de um corpo negro.
nT (ν)dν =
8piν2dν
e
hν
KBT − 1
(2.44)
Como o tempo evolui em apenas um sentido, o presente progride para o
futuro, e sendo assim o universo vai-se expandindo tornando-se cada vez
maior, menos denso e menos quente. Apesar disto o espectro mantém a sua
forma original. Podemos raciocinar da seguinte forma: Existe um tempo de
last scattering (tL) onde a radiação passa de estar em equilíbrio térmico para
uma expansão livre. Nesta situação um fotão com frequência ν num tempo
posterior terá a sua frequência desviada por uma quantidade ν
(
a(t)
a(tL)
)
em
relação à frequência na época de last scattering. Desta forma o número de
fotões no tempo t com frequência entre ν e ν + dν será
n(ν, t)dν =
(
a(tL)
a(t)
)3
nT (tL)
(
ν
a(t)
a(tL)
)
d
(
ν
a(t)
a(tL)
)
(2.45)
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onde o factor
(
a(tL)
a(t)
)3
aparece devido à expansão do universo que dilui o
número de fotões. Usando as equações (2.44 e 2.45) obtemos.
n(ν, t)dν =
8piν2
e
hν
KBT − 1
dν (2.46)
onde T (t) = T (tL)a(tL)a(t) . Facilmente se vê que embora a radiação e a maté-
ria não estejam em equilíbrio térmico a densidade de fotões continua a ser
dada pela equação para um corpo negro mas agora com uma temperatura
diferente. Este processo é semelhante para qualquer transição ﬁnita e que
conserve a frequência dos fotões através de colisões elásticas. A primeira pes-
soa a reconhecer que o universo poderia estar imerso numa sopa de fotões com
espectro de corpo negro foi George Gamow na década de 40 [18]. Quando
se começou a trabalhar sobre este assunto os primeiros cálculos prediziam
temperaturas de 5K e de 10K para a temperatura, actualmente as observa-
ções modernas permitem aﬁrmar com 95% de conﬁança que a temperatura é
(2.725±0.002)K. Queremos agora calcular a densidade de fotões no universo.
A densidade de energia é dada por∫ ∞
0
hνn(ν)dν = aBT
4 (2.47)
onde aB é a constante de energia de radiação em unidades de cgs é dada por
aB =
8pi5K4B
15h3c3
≈ 7.5658× 10−15erg · cm−3 · deg−4 (2.48)
usando uma temperatura de T = 2.725K, então a densidade de fotões actual
é dada por
ργ0 = aBT
4
γ0 = 4.64× 10−34g · cm−3 (2.49)
visto o universo conter além de fotões neutrinos de 3 espécies temos
ρR0 = ργ0 + 3ρN0 = 7.80× 10−34g · cm−3 (2.50)
Para K = 0, a equação de Friedman permite deﬁnir uma densidade crítica
dada por
ρcrit =
3H20
8piG
≈ 7.80× 10−29h2g · cm−2 (2.51)
Fazendo a razão das densidades obtemos
ΩR =
ρR0
ρcrit0
≈ 4.15× 10−5h−2 (2.52)
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facilmente se repara que a densidade de fotões + neutrinos é muito menor que
a densidade de matéria não relativista presente nas estrelas e outros objectos
astrofísicos. O número de fotões por unidade de volume de fotões actual é
dada por
nγ =
∫ ∞
0
8piν2dν
e
hν
KBTγ − 1
=
30ζ(3)
pi4
aBT
3
γ
KB
= 0.3702
aBT
3
γ
KB
= 20.28T 3γ ·cm−3 (2.53)
onde se usou o valor tabelado da função zeta ζ(3) = 1.202057. Se usarmos
esta expressão para os fotões da radiação cósmica de fundo obtemos
nγ0 = 20.28(2.725)
3 ≈ 410 fotões · cm−3 (2.54)
Sabendo que o número de nucleões actual é dado por
nB0 =
3ΩBH
2
0
8piGmN
= 1.123× 10−5ΩBh2 nucleoes · cm−3 (2.55)
como as densidades decrescem ambas com a−3(t) então a sua razão deverá ser
constante ao longo do tempo. Aceitando que ΩBh2 ≈ 0.02, o que é bastante
aceitável, então conclui-se que o número de fotões é bastante superior ao
número de bariões e que a sua razão é menor do que um, como já era esperado
por todos os leitores.
2.2.2 Houve equilíbrio entre matéria e radiação?
Como temos vindo a estudar ao longo deste trabalho existiram várias fases
ao longo da história do universo. Nesta era o universo continuava a expandir
com uma factor de escala de t 12 . A densidade de matéria caía com o factor
de escala ao cubo e a radiação com o factor de escala à quarta, pois além do
decaimento devido à expansão os fotões sofrem redshift. Como a radiação
dominava houve um instante em que a densidade de matéria e a densidade
de energia de radiação se igualaram. A este intervalo chama-se equivalência
entre materia e radiação e ocorreu algures aos t = 1012s. Consideremos
então um universo onde existe um equilíbrio térmico entre radiação e matéria.
Em equilíbrio térmico e químico as partículas tal como o fotão e o electrão
estão em constante interacção. Mas quando será que os fotões deixam de
colidir com os electrões? Na realidade os fotões deixam de ganhar ou perder
energia para a matéria quando Γγ < H, onde Γγ é a taxa a que os fotões,
individualmente, ganham ou perdem energia da ordem de KBT através de
dispersão de electrões. Sabendo que ρM0 = ΩMρcrit0 temos
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ρR0
ρM0
=
ΩR
ΩM
= 4.15× 10−5Ω−1M · h−2 (2.56)
Como também já vimos, a densidade de fotões e neutrinos decai com a−4(t) ∝
T 4 ainda antes dos fotões começarem a sua expansão livre, enquanto que a
densidade de matéria varia com a−3(t), logo ρR
ρM
varia com a−1(t) ∝ T . Assim,
a densidade de energia de fotões e neutrinos foi igual à densidade de matéria
quando a temperatura era [65]
Teq =
Tγ0ΩM
ΩR
= 6.56× 104ΩMh2, (2.57)
e para ΩMh2 ≈ 0.15 a temperatura de equivalência é Teq = 104. Como o
número de fotões é muito grande estas colisões não modiﬁcam a distribuição
de energia dos fotões mas a altas temperaturas podem modiﬁcar a energia de
um fotão individualmente. Temos então que calcular quando é que os fotões
pararam de trocar energia da ordem de KBT com os electrões. A taxa a
que cada fotão é disperso pelos electrões é Λγ = σTnec, onde ne é o número
de electrões por unidade de volume e σT = 0.6625 × 10−24cm−2 é a secção
eﬁcaz de Thomson, isto é, a dispersão elástica dos fotões por electrões não
relativistas. Nesta altura 76% da matéria do universo era hidrogénio ionizado
e 24% hélio completamente ionizado a temperaturas acima de 20, 000K. Como
temos um electrão por nucleão para o hidrogénio e meio electrão por nucleão
para o hélio temos 0.76+ 1
2
×0.24 = 0.88. O número de electrões por unidade
de volume para uma dada temperatura T é dado por
ne ≈ 0.88nB = 0.88nB0
(
T
Tγ0
)3
. (2.58)
Usando nB0 = 1.123 × 10−5ΩBh2·nucleões· cm−3 para saber a taxa (Λγ) ob-
temos
Λγ = 1.97× 10−19ΩBh2
(
T
Tγ0
)3
, (2.59)
mas esta não é a taxa que governa as trocas de energia entre matéria e radia-
ção. Pensemos então da seguinte forma: Um fotão com energia muito menor
que mec2 que colide com um electrão não relativista irá transferir momento
para o electrão da ordem do seu próprio momento, que é normalmente da
ordem de KBT , isto é irá ganhar ou perder energia da ordem de (KBT )
2
me
. Logo
a taxa à qual um fotão e um electrão trocam energia da ordem de KBT será
a taxa de colisões vezes a fracção de energia de KBT que é transferida por
colisão
Γγ =
(
KBT
me
)
Λγ = 9.0× 10−29ΩBh2
(
T
Tγ0
)4
. (2.60)
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temos agora que entrar em conta com a expansão do universo. Consideremos
que nesta altura o universo é dominado pela radiação, e nesse caso a taxa de
expansão é dada por [53]
H ≡ a˙
a
= H0
√
ΩR
(
T
Tγ0
)4
= 2.1× 10−20
(
T
Tγ0
)2
s−1 (2.61)
Então Γγ foi maior que H até a temperatura descer até ao valor dado por
[65]
Tfreeze = 1.5× 104(ΩBh2)− 12K (2.62)
Se considerarmos ΩBh2 ≈ 0.02, esta temperatura é da ordem de 105K. Po-
demos agora comparar com a Teq ≈ 104K, e ver que para que valores de
ΩBh
2 ≈ 0.02 e ΩMh2 ≈ 0.15 temos que Tfreeze > Teq, então a temperatura
de freeze terá sido alcançada ainda quando o universo era dominado pela
radiação. Quando a temperatura desceu abaixo dos 105K os fotões deixaram
de trocar energia apreciável com os electrões, mas a esta temperatura, a taxa
(Λγ) de dispersão elástica era ainda 105 vezes maior que H. Se a equação se
mantivesse válida então Λγ permaneceria superior a H até que a tempera-
tura alcança-se valores muito mais baixos. Para temperaturas do intervalo
3K ¿ T ¿ 104K o universo é então dominado pela matéria com [53]
H = H0
√
ΩM
(
T
Tγ0
)3
= 3.3× 10−18
√
ΩMh2
(
T
Tγ0
) 3
2
s−1 (2.63)
Este tornou-se igual à taxa dada por Λγ a uma temperatura
Trecom ≈ 18(ΩMh
2)
1
3
(ΩBh2)
2
3
K (2.64)
Se considerarmos ΩBh2 ≈ 0.02 e ΩMh2 ≈ 0.15 obtemos uma temperatura de
cerca de 130K e até esse momento cada fotão será disperso um número de
vezes iguais por electrões por cada vez que a(t) duplicar. Isto não é o que esta
a acontecer neste instante porque quando a temperatura alcançou um certo
limite para que electrões e nucleões se aproximem ﬁcando juntos como átomos
neutros, a taxa de dispersão elastica (Λγ), caiu bastante abaixo do valor
dado por (2.59). Como iremos ver isto terá acontecido a uma temperatura
T ≈ 3000K que marcou o ﬁm da era de dispersão rápida entre fotões e
electrões.
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2.2.3 Nucleosíntese
Os Neutrões
Esta era começa quando t = 180s após o Big Bang, a uma temperatura
T = 109K. Durante a nucleosíntese o universo continuou a ser dominado
pela radiação. Vamos ver então o que acontece aos neutrões nesta época. As
interacções fracas permitem uma conversão neutrão-protão via dos seguintes
processos
n+ νe ­ p+ e− (2.65)
n+ e+ ­ p+ ν¯e (2.66)
n­ p+ e− + ν¯e (2.67)
Estamos já numa fase onde KBT ¿ mN , logo é como se os nucleões perma-
necessem em repouso. Temos então que a energia dos leptões ﬁnais e iniciais
podem ser relacionados com as reacções anteriores respectivamente por
Ee − Eν = Q (2.68)
Eν − Ee = Q (2.69)
Ee + Eν = Q (2.70)
onde Q = mn − mp = 1.293 MeV. A taxa a que um neutrão individual é
convertido num protão é dada por [65]
λ(n→ p) = A
∫ (
1− m
2
e
(Q+ q)2
) 1
2 (Q+ q)2q2dq
(1 + e
q
KBT )(1 + e
− (Q+q)
KBT )
(2.71)
A taxa inversa é dada por
λ(p→ n) = A
∫ (
1− m
2
e
(Q+ q)2
) 1
2 (Q+ q)2q2dq
(1 + e
− q
KBT )(1 + e
(Q+q)
KBT )
(2.72)
onde A = G
2
wk(1+3g
2
A) cos
2 θc
3pi3~ [65]. Os integrais são de −∞ a +∞ exceptuando
de q = −Q−me a q = −Q+me por razões obvias. Exempliﬁcando a secção
eﬁcaz para o processo n + e+ → p + ν¯e é 2pi2~3AE2ννe . O número de positrões
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de cada helícidade com momento entre pe e pe + dpe por unidade de volume
é dado por
4pip2edpe(2pi~)−3
[
e
Ee
KBT + 1
]−1
(2.73)
a fracção de níveis de antineutrinos não preenchidos é
1−
[
e
Eν
KBTν + 1
]−1
=
[
e
− Eν
KBTν + 1
]−1
. (2.74)
logo, a taxa de produção de protão por neutrão do processo n+ e+ → p+ ν¯
é
A
∫ ∞
0
E2νp
2
edpe
[
e
Ee
KBT + 1
]−1 [
e
− Eν
KBTν + 1
]−1
(2.75)
sabendo as taxas (2.71) e (2.72) podemos calcular a razão Xn de neutrões
por todos os nucleões pela equação diferencial
dXn
dt
= −λ(n→ p)Xn + λ(p→ n)(1−Xn). (2.76)
notemos que para uma temperatura independente do tempo T = Tν as duas
taxas λ(p→ n) e λ(n→ p) satisfazem a razão
λ(p→ n)
λ(n→ p) = e
− Q
KBT . (2.77)
quando há equilíbrio térmico, a solução de (2.76) será então independente do
tempo e é dada por
Xn
Xp
=
Xn
1−Xn = e
− Q
KBT . (2.78)
é pois a diferença entre as duas temperaturas T e Tν , tal como a dependência
no tempo, que desvia Xn
Xp
do seu valor no equilíbrio. ParaKBT À Q podemos
saber os valores dos integrais fazendo Tν = T e Q = me = 0, e neste caso
λ(p→ n) = λ(n→ p) =
∫ +∞
−∞
q4dq
(1 + eq/kBT ) (1 + e−q/kBT )
=
7
15
pi4A(KBT )
5 = 0.40
(
T
1010K
)5
s−1 (2.79)
relembramos que no capitulo sobre neutrinos vimos que para temperaturas
mais altas o tempo que demorava a chegar a uma temperatura T era dado
por t = 0.99( T
1010K
)−2s, como H ≈ 1
2t
logo
λ
H
' 0.8
(
T
1010K
)3
(2.80)
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esta razão é maior que 1 para T > 1.1 × 1010K. Na verdade temperaturas
que estão neste limite inferior têm Tν diferente de T logo as taxas λ(n→ p)
e λ(p → n) não são iguais e não são dadas por (2.79). Mesmo assim esta
equação dá uma ordem de magnitude para estas taxas neste intervalo de
temperaturas. Podemos assim conﬁar que a conclusão que λ(n→p)
H
e λ(p→n)
H
são maiores que 1 a estas temperaturas é correcta. Signiﬁca isto que o valor
inicial de Xn a temperaturas maiores que 3 × 1010K é dado pela condição
que a equação (2.76) se anula.
Xn =
λ(p→ n)
λ(p→ n) + λ(n→ p) (2.81)
se Xn fosse maior ou menor do que isto, o lado direito da equação (2.76) será
maior e respectivamente negativo ou positivo, logo Xn iria rapidamente cair
no valor de (2.81). Para T > 1010K temos equilíbrio térmico, logo as taxas
deveriam ter a razão dada por (2.77). Sendo assim a fracção de neutrões em
equilíbrio é dada por
Xn =
1
1 + e
Q
KBT
(2.82)
esta razão tem de ser ﬁxada a temperaturas altas para que não necessitemos
de à priori assumir algo sobre a razão inicial neutrão/protão. Os resultados
de uma integração numérica de (2.76) com as condições iniciais dadas por
(2.82) são apresentadas na tabela 2.
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Tabela 2:
Fracção de neutrões para vários valores de temperatura e tempo.
[65]
T(K) t(s) Xn
1.0×1012 0.0001 0.4962
3.0×1011 0.0011 0.4875
1.0×1011 0.0099 0.4626
3.0×1010 0.1106 0.3798
1.0×1010 1.008 0.2386
3.0×109 12.67 0.1654
1.30×109 91.09 0.1458
1.2×109 110.2 0.1425
1.1×109 135.1 0.1385
1.0×109 168.1 0.1333
9×108 212.7 0.1268
8×108 274.3 0.1182
7×108 362.6 0.1070
6×108 496.3 0.0919
3×108 1980 0.0172
1.0×108 17780 3.07×10−10
Pela tabela 2 observa-se que para KBT À me a fracção de neutrões
decresce acentuadamente isto pois as razões λ(p→n)
H
e λ(n→p)
H
variavam com
T 3. Um pouco mais tarde a uma temperatura 3 × 109K a conversão neu-
trão/protão pode ser negligenciada devido ao pouco número de pares electrão-
positrão. Mais tarde a conversão neutrão/protão continuou principalmente
por decaimento do neutrão com um tempo de vida médio de (τn = 885.7 ±
0.9)s, logo a fracção de neutrões tornou-se proporcional a e− tτ . Este dado
pode ser conﬁrmado fazendo uma regressão aos dados numéricos apresenta-
dos na tabela 2 com uma exponencial que decai com a taxa de decaimento
de neutrões observados e que dá [65]
Xn → 0.1609e− t885.t (2.83)
A conversão de neutrões para protões foi eventualmente atenuada pela for-
mação de nucleões onde os neutrões são estáveis.
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Síntese de núcleos
Podemos notar que em equilíbrio térmico e químico o número de elemen-
tos de uma espécie i por unidade de volume é dada por [65]
ni = gie
µi
KBT
(
2pimiKBT
~2
) 3
2
e
− mi
KBT (2.84)
onde mi é a massa do núcleo da espécie i e gi é o número dos seus estados
de spin. Supondo que estes núcleos se podem formar rapidamente com Zi
protões e Ai − Zi neutrões logo o potencial químico destes é dado por
µi = Ziµp + (Ai − Zi)µn (2.85)
se tivermos em conta a seguinte quantidade eliminamos os potenciais quími-
cos
ni
nZip n
(Ai−Zi)
n
=
1
2Ai
giA
3
2
i
(
2pimNKBT
h2
) 3
2
(1−Ai)
e
Bi
KBT (2.86)
onde Bi é a energia de blindagem e é deﬁnida por
Bi = Zimp + (Ai − Zi)mn −mi (2.87)
A equação (2.86) pode ser expressa em função das razões adimensionais
Xi ≡ ni
nN
(2.88)
Xp ≡ np
nN
(2.89)
Xn ≡ nn
nN
(2.90)
onde nN é o número de nucleões por unidade de volume. Temos então
Xi ≡ ni
nN
= giX
Zi
p X
(Ai−Zi)
n A
3
2
i ²
(Ai−1)e
Bi
KBT (2.91)
onde
² ≡ 1
2
nNh
3(2pimNKBT )
− 3
2 = 2.96× 10−11
(
a
10−10a0
)−3(
T
1010K
)− 3
2
ΩBh
2
(2.92)
onde usámos nN =
3ΩBH
2
0(
a0
a )
3
8piGmN
. Durante a fase que nos interessa, a tempera-
tura T vai com a−1 logo a equação (2.92) pode ser escrita como
² = 1.45× 10−12
(
T
1010K
) 3
2
ΩBh
2 (2.93)
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facilmente se vê que para temperaturas que nos interessam ² é muito pequeno,
quer isto dizer que em equilíbrio uma espécie nuclear i esta ausente até que
a temperatura baixe até uma temperatura dada por [65]
Ti ∼= Bi
KB(Ai − 1)|ln²| (2.94)
para ΩBh2 ≈ 0.02 está temperatura é para o deutério 0.75 × 109K para
o H3 é 1.4 × 109K para o H3e é 1.3 × 109K e para o H4e é 3.1 × 109K.
Para núcleos mais pesados como a energia de blindagem é semelhante a do
H4e logo têm temperaturas próximas. Mas não foi isto que aconteceu. Não
existem reacções com 3 elementos devido à baixa densidade, sendo assim
apenas as reacções com 2 corpos podem competir com a taxa de expansão.
p + n → d + γ (1) depois d + d → H3 + p (2) e d + d → H3e + n (3), em
seguida d+H3 → H4e + n (4) e d +H3e → H4e + p (5). Vamos então ver em
maior pormenor as propriedades de cada reacção.
O fabrico de deutério
O fabrico de deutério não coloca problemas de maior. A taxa a que se
produz deutério por neutrão é dada por
λd = 4.55× 10−20npcm3s−1 = 511
(
a
10−9a0
)−3
Xp · ΩBh2 (2.95)
como T ∝ a−1 logo
λd = 2.52× 104
(
T
1010K
)3
Xp · ΩBh2 · s−1 (2.96)
se multiplicarmos este pela equação (2.33)
λdt = 4.5× 104
(
T
1010K
)
Xp · ΩBh2 (2.97)
esta quantidade mantêm-se maior que 1 até que a temperatura de forma-
ção baixe aos 109K. Quer isto dizer que a quantidade de deutério em boa
aproximação é dada pelo valor em equilíbrio dado pela equação (2.91).
Xd = 3
√
2XpXn²e
Bd
KBT (2.98)
A questão é como o deutério tem uma temperatura de formação baixa foram
os últimos a ser formados mesmo quando já havia muito H4e no equilíbrio tér-
mico. Como havia muito poucos deuterões as reacções (2) e (3) não se proces-
savam. A raridade de deuterões não altera as taxas de formação das reacções
58 CAPÍTULO 2. O UNIVERSO PRIMORDIAL
(4) e (5) e estas são colocadas em cálculos de nucleosíntese embora tenham
secções eﬁcazes muito pequenas. Quando a temperatura desceu abaixo dos
Td ≈ 0.7× 109K os neutrões que ainda existiam foram rapidamente apanha-
dos para os núcleos dos elementos leves, H4e . Os primeiros passos para formar
elementos mais pesados partindo do deutério são as reacções (2) e (3). Estes
são processos exotérmicos. Para as temperaturas que nos interessam temos
< σ(d+ d→ H3 + p)v >≈ 1.8× 10−17cm3 · s−1 (2.99)
< σ(d+ d→ H3e + n)v >≈ 1.6× 10−17cm3 · s−1 (2.100)
logo a taxa de produção por deuterão é dada por
Λ = [< σ(d+ d→ H3 + p)v > + < σ(d+ d→ H3e + n)v >]XdnN
' 1.9× 107
(
T
1010K
)3
ΩBh
2 ·Xd · s−1 (2.101)
este valor pode ser comparado com a taxa de expansão dada por H = 1
2t
=
0.28
(
T
1010K
)2
s−1, então para T perto de 109K temos Λ
H
= 6.8× 106ΩBh2Xd.
Fazendo ΩBh2 = 0.02 obtemos Xd ≈ 1.2×10−7ΩBh2 ≈ 0.6 × 10−5. sendo assim
podemos dizer que a nucleosíntese começou em 1 × 109K. De acordo com
a tabela 2 esta temperatura dá-se no instante t = 168s, de acordo com a
equação (2.83) a abundância de hélio nesta fase primordial era cerca de
Y ≈ 2× 0.1609× e− 168885 ≈ 0.27 (2.102)
quanto maior a densidade de nucleões, maior a temperatura a que a nu-
cleosíntese começa, e logo menor o tempo que os neutrões têm para decair
antes da nucleosíntese dando origem a uma maior quantidade de H4e ﬁnal.
Resultados de cálculos modernos são dependentes da quantidade η, a razão
entre nucleões/fotões que de acordo com (2.54) e (2.55) está relacionado com
ΩBh
2 por
ΩBh
2 = 3.65η × 107 (2.103)
Por exemplo se assumirmos ΩBh2 ≈ 0.02 então η = 5.5 × 10−10. Esta
quantidade η era mais usada que ΩBh2 antes dos anos 90 pois pode ser ex-
pressa sem conhecermos a temperatura da radiação cósmica de fundo actual.
Cálculos modernos dão que [65] Y = 0.232 η = 2× 10
−10
Y = 0.240 η = 4× 10−10
2.2. O UNIVERSO NÃO TÃO PRIMITIVO! 59
2.2.4 Recombinação: Qual a ligação com a radiação cós-
mica de fundo?
Em secções anteriores vimos que os fotões deixaram de trocar energia de
modo apreciável com os electrões quando a temperatura baixou dos 105 K.
Depois disso os fotões continuaram a ser dispersos por electrões mas sem
perda ou ganho de energia importante. A fase em que esta dispersão deixou
de existir, quando os electrões livres se ligaram aos nucleões formando átomos
de hélio e hidrogénio, denomina-se recombinação, já referida na introdução1.
Nesta secção começamos os cálculos numa fase anterior, quando protões, elec-
trões, átomos de hidrogénio e hélio estavam em equilíbrio térmico à mesma
temperatura da radiação. Num gás em equilíbrio à temperatura T o número
de partículas não relativistas por unidade de volume é dado pela fórmula de
Maxwell-Boltzmann
ni = gi(2pi~)−3e
− µi
KBT
∫
d3qe
−
(mi+
q2
2mi
)
KBT (2.104)
onde a letra i indica o tipo de partícula, mi a massa da partícula, gi o número
de estados de spin e µi é característico do gás e é conhecido como potencial
químico. Os potenciais químicos conservam-se pois estamos em equilíbrio
térmico e químico. O hélio não é mencionado pois nesta fase estava na forma
de átomos neutros. Os electrões e os protões têm spin 1
2
, logo ge = gp = 2.
O estado fundamental do hidrogénio tem dois estados hiperﬁnos com spins
0 e 1 pelo que g1s = 1 + 3 = 4. No início a recombinação e a ionização
p + e ­ H1s aconteciam sucessivamente e muito rapidamente, portanto os
potenciais químicos satisfazem µp + µe = µ1s. Como a criação e destruição
de fotões se dá muito rapidamente devido à reacção química e+p­ e+p+γ
o seu potencial químico é nulo (µγ = 0), donde
nγ = (2pi~)−3(mKBT )
3
2 (2pi)
1
2 =
(
mKBT
2pi~2
) 3
2
(2.105)
assim, a equação de conservação para o potencial químico vem
n1s
npne
=
(
meKBT
2pi~2
)− 3
2
e
(
mp+me−mH
KBT
)
=
(
meKBT
2pi~2
)− 3
2
e
(
B1
KBT
)
(2.106)
onde B1 ≡ mp + me − mH = 13.6ev é a energia do estado 1s do átomo
de hidrogénio. Temos que np = ne, pois o universo é electricamente neu-
tro. Mais, em equilíbrio o número de átomos de hidrogénio por unidade de
1De certa forma esta denominação não é correcta pois em nenhum momento anterior
electrões e protões estiveram ligados.
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volume em qualquer estado excitado é menor que o número de átomos de
hidrogénio no estado fundamental. Visto o átomo poder transitar rapida-
mente de um estado para outro emitindo ou absorvendo fotões os estados
excitados têm o mesmo potencial químico que o estado fundamental. Para
temperaturas abaixo dos 4200 K podemos esquecer a presença de átomos de
hidrogénio excitados. Como sabemos, no tempo da recombinação a matéria
era constituída por 76% de hidrogénio neutro e ionizado, portanto, podemos
tomar
np + n1s = 0.76nB (2.107)
onde nB é o número de bariões por unidade de volume. Podemos agora tomar
a fracção de hidrogénio ionizado X
X ≡ nP
(nP + n1s)
, (2.108)
a qual satisfaz a equação de Saha [54]
X(1 + SX) = 1 (2.109)
onde S é dado por
S =
(nP + n1s)n1s
n2P
= 0.76nB
(
meKBT
2pi~2
)− 3
2
e
B1
KBT (2.110)
com nB = nB0
(
T
Tγ0
)3
e sabendo que nB0 é dado pela equação (2.55) obtemos
S = 1.747× 10−22e 157894T T 32 · ΩBh2 (2.111)
onde h é a constante de Hubble em unidades de 100Kms−1 ·Mpc−1 e T é a
temperatura em Kelvin. A equação de Saha dá a temperatura de recombi-
nação dada na seguinte tabela.
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Tabela 3:
Fracção de hidrogénio ionizado para vários valores de
temperatura e ΩBh2. [65]
T(K) ΩBh2 = 0.01 ΩBh2 = 0.02 ΩBh2 = 0.03
4500 0.999 0.998 0.997
4200 0.990 0.981 0.971
4000 0.945 0.900 0.863
3800 0.747 0.634 0.565
3600 0.383 0.290 0.244
3400 0.131 0.094 0.078
3200 0.0337 0.0240 0.0196
3000 0.00693 0.00491 0.00401
2800 0.00112 0.00079 0.00065
2.725 2.8×10−12571 2.0×10−12571 1.6×10−12571
Pela tabela 3 facilmente se observa que, o valor da fracção ionizada em equilí-
brio cai muito rapidamente e que a cerca de 3000K a fracção de hidrogénio
ionizado já é menor do que 1%.
Embora esta equação dê o valor correcto na ordem de magnitude da
temperatura em relação à fracção ionizada, isto não está totalmente correcto,
pois o equilíbrio não se manteve ao nível dos pequenos níveis de ionização. Se
tomarmos em conta este efeito os valores modiﬁcam-se. A Tabela 4 mostra
esses valores para vários valores de redshift e temperatura. Facilmente se
nota que tendo em conta estes efeitos o inicio da recombinação é atrasado.
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Tabela 4:
Ionização do hidrogénio (X) tendo em atenção os efeitos ao nível
dos níveis de ionização para vários valores de temperatura, z e
tempo. [65]
z T(K) t(anos) XΩBh2=0.01 XΩBh2=0.02
1550 4226 202600 0.992 0.984
1500 4090 213200 0.976 0.958
1450 3954 225900 0.935 0.902
1400 3818 239800 0.861 0.815
1350 3681 255200 0.759 0.703
1300 3545 272000 0.645 0.580
1250 3409 290600 0.526 0.456
1200 3273 311300 0.409 0.339
1150 3136 334600 0.299 0.236
1100 3000 360400 0.205 0.154
1050 2864 389600 0.129 0.0928
1000 2728 422600 0.0752 0.0520
950 2591 460500 0.0405 0.0270
900 2455 503600 0.0210 0.0136
800 2183 611400 0.00662 0.00387
700 1910 761300 0.00319 0.00174
600 1638 977700 0.00203 0.00107
500 1365 1.312×106 0.00147 0.000762
400 1093 1.872×106 0.00114 0.000585
250 684 3.922×106 0.000829 0.000423
100 275 1.604×107 0.000632 0.000321
50 139 4.535×107 0.000579 0.000294
10 30 4.568×108 0.000537 0.000272
Capítulo 3
CMB: O que nos diz?
3.1 CMB
3.1.1 Porquê um espectro de potencias do cmb?
O espectro que estamos interessados em estudar e que podemos medir com al-
guma eﬁciência é o espectro de potencias das anisotropias do CMB. Primeiro
vamos ter que deﬁnir algumas quantidades [14] [65] [16] [31] [57] [28]:
• O valor médio da temperatura actual do CMB é To = 14pi
∫
d2nT (n)
• A diferença entre a temperatura do CMB observada segundo uma di-
recção n e a temperatura média é ∆T (n) = T (n)− To
• Deﬁnimos a função ∆T que depende da posição (x), do tempo (t) e
direcção do fotão (n).
• Deﬁnimos x = xo e t = to. Como estamos a lidar com campos esta-
tisticamente homogéneos os valores espectáveis são independentes da
posição.
• A distribuição de ∆T é a mesma para todas as direcções.
É conveniente expandir em harmónicos esféricos a quantidade ∆T
T
. Temos
então:
∆T
T
(xo, n, to) =
∑
lm
alm(xo)Ylm(n) (3.1)
Onde a soma em l é para todos os inteiros positivos e a soma em m é
para todos os inteiros entre -l e l. Como ∆T (n) é real os coeﬁcientes alm têm
de satisfazer a condição de realidade a∗lm = al−m. Assumimos que o universo
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é rotacionalmente invariante para o valor médio
(
∆T (nˆ)
T
)
. Então todos os
valores médios < ∆T (nˆ1)
T
∆T (nˆ2)
T
... > são funções rotacionalmente invariáveis
nas direcções n1, n2 ... Isto é ∆T (nˆ)T é independente de n.
A transformada de Fourier em campos aleatórios no espaço implica que
a transformação dos harmónicos de ∆T (nˆ)
T
é diagonal, isto é as correlações da
expansão em coeﬁcientes de alm desaparecem e temos:
〈alm · a∗lm〉 = δll′δmm′Cl (3.2)
onde os Cls são o espectro de potências do CMB. Neste caso o produto de
dois ∆T é rotacionalmente invariante.
〈
∆T (n1)
T
∆T (n2)
T
〉
=
∑
ll
′
mm′
< alm · a∗lm > Ylm(n1)Y ∗lm(n2) (3.3)
〈
∆T (n1)
T
∆T (n2)
T
〉
=
∑
l
Cl
l∑
m=−l
Ylm(n1)Y
∗
lm(n2) (3.4)
Usando o teorema da adição de harmónicos esféricos:
l∑
m=−l
Ylm(n1)Y
∗
lm(n2) =
2l + 1
4pi
Pl(n1 · n2) (3.5)
Temos então:〈
∆T (n1)
T
∆T (n2)
T
〉
=
1
4pi
∑
l
(2l + 1)ClPl(n1 · n2) (3.6)
Onde os Pls são os polinómios de Legendre. Invertendo a transformação de
Legendre podemos saber o Cl:
Cl =
1
4pi
∫
d2n1d
2n2Pl(n1 · n2)
〈
∆T (n1)
T
∆T (n2)
T
〉
(3.7)
Como não podemos ter valores em todas as posições o que observamos na
realidade é uma quantidade espectável segundo m.
Cobsl =
1
2l + 1
∑
m
almal−m =
1
4pi
∫
d2n1d
2n2Pl(n1·n2)∆T (n1)
T
∆T (n2)
T
(3.8)
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O valor médio do quadrado da razão entre Cl − Cobsl e Cl é denominada de
variância cósmica e para termos acesso a bons dados esta quantidade deve
ser mínima.
〈(
Cl − Cobsl
Cl
)2〉
= 1− 2 + 1
(2l + 1)2C2l
∑
mm′
< almal−malm′al−m′ > (3.9)
Se os ∆T são governados por distribuições gaussianas então também o são
os seus coeﬁcientes de multipolo. Temos então que:
< almal−malm′al−m′ > = < almal−m >< alm′al−m′ > + < almalm′ >< al−mal−m′ >
+ < almal−m′ >< al−malm′ > (3.10)
Usando a equação (3.2) temos:
< almal−malm′al−m′ >= (2l + 1)
2C2l + (2l + 1)C
2
l + (2l + 1)C
2
l (3.11)
Então é trivial ver que [14] [65] [31] [28]:〈(
Cl − Cobsl
Cl
)2〉
=
2
2l + 1
(3.12)
Por observação da expressão é fácil perceber que esta estabelece um limite
para l's pequenos na precisão das medidas de Cl. Sendo assim dados prove-
nientes de medições de ângulos grandes não vão permitir recolha de informa-
ção. Se ﬁzermos uma analise similar mas com l 6= l′ obtemos:〈(
Cl − Cobsl
Cl
)(
Cl − Cobsl
Cl
)〉
= 0 (3.13)
Quer isto dizer que para grandes variações de Cl as ﬂutuações não estão
correlacionadas para diferentes l. Temos então que medições de Cl com l < 5
e l > 2000 são pouco ﬁáveis.
As anisotropias primárias da radiação cósmica de fundo são originadas
essencialmente por 4 efeitos:
• Flutuações de temperatura no plasma de bariões-fotões na superfície
de last scattering (z ≈ 1000)
• Efeito Doppler devido a ﬂutuações de velocidade no plasma de bariões-
fotões na superfície de last scattering
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• O efeito de Sachs-Wolfe. Redshift ou blueshift devido a ﬂutuações nos
poços potenciais na superfície de last scattering
• O efeito de Sachs-Wolfe integrado. Redshift ou blueshift gravitacionais
devido a ﬂutuações potenciais dependentes do tempo entre a superfície
de last scattering e o observador. De notar que as ﬂutuações não podem
ser independentes do tempo pois a energia perdida pelo fotão a subir o
potencial cancelava com a ganha.
3.2 Efeito de Sachs-Wolfe através de Newton
Para podermos ter uma abordagem mais conclusiva aos efeitos das aniso-
tropias primarias teríamos de utilizar relatividade geral. No entanto entre
z=1000 até a energia do vacuo se tornar importante o universo é em grande
parte dominado pela matéria escura, o que permite fazer uma primeira ana-
lise newtoniana. Vamos então fazer uma pequena introdução à cosmologia
Newtoniana.
3.2.1 O cosmos de Newton
Como todos sabemos as equações que regem a dinâmica de ﬂuidos e a teo-
ria gravítica não relativista são respectivamente a equação de continuidade,
Euler e Poisson.
∂ρ
∂t
+∇ · (vρ) = 0 (3.14)
∂v
∂t
+ (v · ∇)v = −∇φ (3.15)
∇2φ = 4piGρ (3.16)
As equações têm soluções não perturbadas da forma
ρ¯ = ρ0
(a0
a
)3
(3.17)
v¯ = HX (3.18)
φ¯ = 2piGρ¯
X2
3
(3.19)
onde a(t) satisfaz a equação de Friedman para K 6= 0 e Λ = 0
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a˙2 +K =
8piGρ¯a2
3
(3.20)
X é um vector num espaço euclidiano e que se distingue do vector de coorde-
nadas có-movel (x). Sabemos que X˙ = HX num universo de FLRW, e que
a solução desta equação é X(t) = a(t)
a(t0)
X(t0). Desta forma podemos ver o
vector de coordenadas có-movel se escreve x ≡ X(t0)
a(t0)
= X(t)
a(t)
. Podemos agora
adicionar umas pequenas perturbações as equações (3.14), (3.15) e (3.16).
∂δρ
∂t
+HX · ∇δρ+ 3Hδρ+ ρ¯∇ · δv = 0 (3.21)
∂δv
∂t
+HX · ∇δv +Hδv = −∇δφ (3.22)
∇2δφ = 4piGδρ (3.23)
Se queremos mostrar que estas equações são invariantes segundo as trans-
lações devemos escrever estas equações em termos da coordenada có-movel
x ≡ X
a(t)
, na forma de uma transformada de Fourier.
δρ(X, t) =
∫
δρqe
iq·X
a(t) d3q (3.24)
δφ(X, t) =
∫
δφqe
iq·X
a(t) d3q (3.25)
δv(X, t) =
∫
δvqe
iq·X
a(t) d3q (3.26)
Substituindo em (3.21), (3.22) e (3.23) Obtém-se:
dδρq
dt
+ 3Hδρq + ia
−1ρ¯q · δvq = 0 (3.27)
dδvq
dt
+Hδvq = −ia−1qδφq (3.28)
q2δφq = −4piGa2δρq (3.29)
Se tivermos em atenção as propriedades de transformação das variáveis de-
pendentes segundo rotações tri-dimensionais, podemos separar as equações
diferenciais anteriores em dois modos. Os modos escalares e os modos vecto-
riais.
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3.2.2 Modos Vectoriais
Estes são os modos mais fáceis de estudar. Como o próprio nome indica,
nestes modos os escalares são nulos. Deste modo δρq, δφq e q · δvq são nulos.
A equação de Euler perturbada ﬁca
dδvq
dt
+Hδvq = 0 (3.30)
enquanto que as outras duas se anulam ou seja são automaticamente satis-
feitas. Desta forma a nova "equação de Euler"tem como solução
δvq ∝ a−1 (3.31)
Isto é um resultado bastante importante, pois se os modos decaem com o
factor de escala então estes modos não são importantes e logo podem ser
ignorados.
3.2.3 Modos Escalares
Estes modos tal como o próprio nome indica já não considera os modos
escalares como nulos. Nestes modos a perturbação na velocidade é vista
como o gradiente de uma perturbação escalar δu(x, t). Se ﬁzermos de novo
uma abordagem com a transformada de Fourier facilmente se vê que temos
δvq = ∇δuq ⇔
∫
d3qeiq·xδvq = ∇
∫
d3qeiq·xδuq ⇔ δvq = iqδuq (3.32)
Podemos agora substituir nas equações (3.21) e (3.22), respectivamente ob-
temos
dδρq
dt
+ 3Hδρq − a−1ρ¯q2δuq = 0 (3.33)
dδuq
dt
+Hδuq = −a−1δφq (3.34)
Se agora utilizarmos a equação de Poisson podemos eliminar o potencial
gravitacional na equação (3.34)
dδuq
dt
+Hδuq =
4piGa
q2
δρq (3.35)
O passo seguinte é eliminar a perturbação escalar δuq das equações. Para
realizar isto devemos relembrar a equação de Friedman sem curvatura
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(
a˙
a
)2
=
8piGρ
3
(3.36)
Facilmente se tem que
3H2
2
= 4piGρ¯ (3.37)
Usando a expressão anterior a deﬁnição de densidade ρ¯ ∝ a−3 e as equações
(3.33) e (3.35) obtemos depois de alguns cálculos
d
dt
(
a2
d
dt
(
δρq
ρ¯
))
− 3
2
H2a2
(
δρq
ρ¯
)
= 0 (3.38)
Podemos aﬁrmar que somos dominados pela matéria e então temos a ∝ t 23 e
logo
H =
a˙
a
=
2
3t
(3.39)
A equação 3.38 toma então a sua forma ﬁnal
d
dt
(
t
4
3
d
dt
(
δρq
ρ¯
))
− 2
3
t−
2
3
(
δρq
ρ¯
)
= 0 (3.40)
A solução geral para esta equação é uma combinação linear das potências
de t 23 e t−1. Se supusermos que no tempo de last scattering o único modo
existente é δρq
ρ¯
∝ t 23 , ou seja δρq
ρ¯
∝ a. Visto a densidade média (ρ¯) ser
proporcional a a(t)−3, tem-se que δρq ∝ a(t)−2. Temos então que a equação
(3.23) vem
δφq = −4piG
q2
(3.41)
Ou seja a perturbação no potencial (δφq) é independente do tempo. Este
resultado é muito importante no estudo sobre efeito Sachs-Wolfe que vamos
realizar em seguida.
Mas serão estas as soluções mais gerais das equações? Para responder a
esta pergunta temos de contar o número de soluções e o número de equações.
Visto termos eliminado a perturbação potencial, as equações (3.21) e (3.22)
formam um conjunto de 1 + 3 = 4 equações diferenciais de 1o ordem acopla-
das, isto é têm 4 soluções linearmente independentes. Em relação às soluções,
encontramos dois modos vectoriais independentes que correspondem as duas
direcções perpendiculares a q, e dois modos escalares independentes ( δρq
ρ¯
∝ t 23
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e δρq
ρ¯
∝ t−1), perfazendo 2+2 = 4 soluções. Temos então 4 equações diferen-
ciais de 1o ordem acopladas e 4 soluções o que demonstra que são as soluções
mais gerais das equações.
3.2.4 Efeito de Sachs-Wolfe: A teoria Newtoniana
Neste momento convêm esclarecer o tipo de potencial que vamos estudar.
Se quisermos fazer uma analise mais simples podemos recorrer a potenciais
independentes do tempo. Se quisermos uma analise mais real teremos que
considerar potenciais dependentes do tempo [14] [65] [67] [52]. Neste caso
vamos utilizar o pressuposto mais simples e provado na secção anterior, a
perturbação no potencial gravítico como função da coordenada có-movel (x)
é uma função independente do tempo e dada por δφq(x) = −4piGq2 . Esta
perturbação provoca dois efeitos gravitacionais.
• Efeito gravitacional de Redshift: Um fotão emitido num ponto da su-
perfície de Last Scattering sofre um redshift gravitacional causado pela
perturbação.
• A perturbação no potencial gravitacional tem como efeito mudar a taxa
a que o universo se expande por uma quantidade δφ(x).
Vamos então fazer um tratamento Newtoniano a estes dois efeitos. Neste
caso temos de expressar a nossa perturbação gravitacional em função da
coordenada có-movel x. Sendo assim teremos uma função δφ(x) que é in-
dependente do tempo. O primeiro efeito (redshift gravitacional) fará com
que um fotão emitido num ponto x na superfície de last scattering sofra um
desvio de energia, para menores energias, de cerca de δφ(x), deste modo a
temperatura numa dada direcção n vai sofrer um desvio de temperatura da
ordem de: (
∆T (n)
To
)
1
= δφ(nrL) (3.42)
onde rL é a coordenada radial e é dada por (4.29). Em segundo a perturbação
do poço gravitacional tem também o efeito de modiﬁcar a taxa à qual o uni-
verso se expande por uma fracção δφ(x). Como a temperatura num universo
dominado pela matéria cai com a ∝ t 23 isto altera o valor do redshift ao qual
o universo alcança uma temperatura de 3000K segundo uma direcção n por
uma fracção dada por:(
δz
1 + z
)
= −
(
δa(t)
a(t)
)
=
(
a˙
a
)
(3.43)
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δφ(nrL)tL =
2
3
δφ(nrL) (3.44)
Temos então que a temperatura observada segundo uma direcção n sofrerá
um desvio fraccional que desvia o seu valor por uma quantidade fraccional
dada por (
∆T (n)
To
)
2
= −2
3
δφ(nrL) (3.45)
A soma destes dois sub-efeitos na temperatura (3.42) e (3.45), origina o efeito
de Sachs-Wolfe: (
∆T (n)
To
)
SW
=
1
3
δφ(nrL) (3.46)
Podemos agora escrever o potencial como uma transformada de Fourier:
δφ(x) =
∫
eiq·xδφqd3q (3.47)
Se usarmos a expansão de Legendre para uma exponencial obtemos:
eiq·x =
∑
l
(2l + 1)ilPl(qˆ · nˆ)jl(qr) (3.48)
onde os jl são as funções esféricas de Bessel deﬁnidas em termos das funções
de Bessel usuais jν(z) por jl(z) =
(
pi
2z
) 1
2 jl+ 1
2
(z), onde ν = l+ 1
2
. A expressão
(3.46) ﬁca então mais interessante:
(
∆T (n)
To
)
SW
=
1
3
∑
l
(2l + 1)il
∫
Pl(qˆ · nˆ)jl(qrL)δφqd3q (3.49)
O nosso objectivo é calcular o valor médio do produto destes desvios fraccio-
nais de temperatura em duas diferentes direcções. Sabemos que o potencial
gravitacional depende da magnitude (q) e da posição (x), mas sabemos que
a distribuição de probabilidade de δφ(x) observada para diferentes observa-
dores no universo é invariante para translações e rotações. Deste modo o
potencial gravítico apenas vai depender da magnitude o que leva a:
< δφqδφq′ >= Dφ(q)δ
3(q + q
′
) (3.50)
onde Dφ(q) é função apenas da magnitude (q). Como δφ é real então a
sua transformada de Fourier obedece à condição de realidade δφ∗q = δφ−q.
Deste modo sabemos que Dφ(q) é real e positivo. Este resultado conjun-
tamente com a equação (3.50), com a propriedade de reﬂexão Pl(−z) =
72 CAPÍTULO 3. CMB: O QUE NOS DIZ?
(−1)lPl(z) e com a propriedade de ortogonalidade dos polinómios de Le-
gendre
∫
dΩqˆPl(nˆ · qˆ)Pl′ (nˆ′ · qˆ) =
(
4pi
2l+1
)
δll′Pl(nˆ · nˆ′) permite obter uma ex-
pressão para o valor médio do produto destes desvios fraccionais de tempe-
ratura em duas diferentes direcções.
< ∆T (nˆ)∆T (nˆ
′
) >SW=
4piT 20
9
∑
l
(2l + 1)Pl(nˆ · nˆ′)
∫ ∞
0
q2Dφ(q)j
2
l (q · rL)dq
(3.51)
Comparando a expressão obtida com a equação (3.7) é fácil observar que
Cl,SW =
16pi2T 20
9
∫ ∞
0
q2Dφ(q)j
2
l (q · rL)dq (3.52)
Supondo que os potenciais são originados por matéria escura fria, isto é
matéria com pressão nula, então a equação diferencial para δφ não involve
gradientes e desse modo a equação diferencial da sua transformada de Fourier
não involve o vector de onda. Desta forma a única forma de aparecer a de-
pendência de q em δφq será pelas condições iniciais das equações diferenciais.
Simpliﬁcando então podemos tentar que a função Dφ(q) tenha a forma de
uma potência de q. Usualmente esta potência escreve-se da seguinte forma.
Dφ(q) = ℵ2φqn−4 (3.53)
onde ℵ2φ é uma constante. Olhando só ao integral ﬁcamos com∫ ∞
0
q2ℵ2φqn−4j2l (q · rL)dq (3.54)
Fazendo a seguinte mudança de variável s = q · rL obtemos∫ ∞
0
s2r−2L ℵ2φsn−4r4−nL j2l (s)r−1L ds (3.55)
Neste caso podemos utilizar uma formula standard para as funções de Bessel
[65]
r1−nL ℵ2φ
∫ ∞
0
sn−2j2l (s)ds = r
1−n
L ℵ2φ
2n−4piΓ(3− n)Γ(l + n−1
2
)
Γ2(4−n
2
)Γ(l + 2− n−1
2
)
(3.56)
Substituindo na expressão (3.52) temos
Cl,SW =
16pi3T 20
9
r1−nL ℵ2φ
2n−4Γ(3− n)Γ(l + n−1
2
)
Γ2(4−n
2
)Γ(l + 2− n−1
2
)
(3.57)
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Mesmo antes das observações realizadas à radiação cósmica de fundo já os
valores de n e de ℵφ eram largamente discutidos. Estes criavam grandes
expectativas e eram calculados com base em observações de estruturas a
larga escala. Este estudo não esta no âmbito do trabalho mas podemos
retirar uma informação bastante importante. Baseando-se em observações,
criou-se a expectativa que esta função tome a forma de Harrison-Zel'dovich
com n = 1 e ℵφ ≈ 10−5 [23] [68]. A quantidade n = 1 é também prevista em
teorias de inﬂação. Se ﬁzermos estas alterações na expressão (3.57), ﬁcamos
com uma quantidade que é invariante de escala pois não depende de rL
Cl,SW =
8pi2T 20ℵ2φ
9l(l + 1)
(3.58)
É por esta razão que o espectro de potencias angulares da radiação cósmica
de fundo é apresentado como um gráﬁco de l(l + 1)Cl em função de l.
Mas não é só o efeito de Sachs-wolfe que contribui para o espectro, existem
outros efeitos tal como o efeito doppler e o efeito de ﬂutuações de temperatura
intrínsecas onde gradientes de pressão na dinâmica do plasma de fotões-
electrões-nucleões entram de forma importante. Portanto as nossas equações
têm de ser trabalhadas tendo em atenção a forma especial como aparecem
os nos de onda (q). O caso de interesse é l >> 1, pois é neste caso que
a variância cósmica
(
< (
Cl−Cobsl
Cl
)2 >= 2
2l+1
)
estudada anteriormente pode
ser desprezada para o estudo de Cl. Nesta situação o integral segundo q é
dominado por valores de q ≈ l
rL
, isto porque a função de Bessel tem um pico
em z ≈ l. Quer isto dizer que para l >> 1 Cl reﬂecte o comportamento das
componentes de Fourier da perturbação para q ≈ l
rL
. Sabendo que o número
de onda na superfície de last scattering é KL = qa(tL) , então Cl para grandes
l reﬂecte o valor das perturbações KL = ldA onde dA é a distancia angular da
superfície de last scattering e é dada por (4.30).
Mas que quer isto dizer? A melhor forma de compreender este ponto é
concretizando para números de onda maiores e menores que a constante de
Hubble. Se os nos de onda forem menores que a taxa de expansão, isto é
se o comprimento de onda (a
q
) for maior que o horizonte, então as equações
diferenciais que governam as perturbações são independentes do no de onda
q. Temos então que a dependência em q só pode surgir das condições in-
iciais. Estas perturbações são conhecidas por estar fora do horizonte pois
o comprimento de onda 2pia
q
é maior que o horizonte acústico (d ≈ 1
H
). Se
pelo contrario os números de onda são maiores que a taxa de expansão então
as perturbações estão dentro do horizonte acústico. Os gradientes tornam-se
importantes quando KL ≈ 1dH e como em Cl o integral segundo q é dominado
por KL ≈ ldA , os gradientes só se tornam importantes quando l alcança o va-
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lor lH ≡ dAdH . Tendo todos estes aspectos em conta podemos agora estimar a
contribuição que outros efeitos têm para o calculo de CL.
3.3 Outros efeitos que contribuem para as ani-
sotropias do CMB
3.3.1 Efeito de Doppler
A velocidade do plasma presente no universo, tal como qualquer outro campo
vectorial pode ser decomposta num termo que é o gradiente de um escalar
e num segundo termo que é um termo vectorial. No capítulo anterior, na
parte referente aos modos vectoriais vimos que estes decaem com 1
a(t)
e logo
podem ser desprezados. Temos então que os modos mais importantes são
os de compressão (escalares). Olhando então ao integral segundo q, para
∆T , vemos que este é proporcional a KL. Um resultado não obtido neste
trabalho mostra que para perturbações com um grande número de onda,
um efeito proporcional ao vector KL tem uma contribuição menor do que a
contribuição exercida pelo efeito Sachs-Wolfe. Para perturbações dentro do
horizonte a contribuição do efeito de Doppler vai ser menor que a do efeito
de Sachs-Wolfe.
3.3.2 Flutuações de Temperatura Intrínseca
Sabemos que para perturbações adiabáticas se tem pela expressão (4.8)
3
δT
T
=
δnB
nB
=
δρB
ρB
(3.59)
Temos então que a ﬂutuação de temperatura é apenas 1
3
da perturbação
intrínseca na densidade do plasma.
δT
T
=
1
3
δρB
ρB
(3.60)
Sabendo que esta perturbação está relacionada com a perturbação no poten-
cial gravítico através da equação de Poisson.
a−2(t)∇2δφ = 4piGδρ (3.61)
Para o tempo de last scattering se tem com a transformada de Fourier
δρq = − q
2
4piGa2(tL)
δφq (3.62)
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Fazendo KL = qa temos
δρq = − K
2
L
4piG
δφq (3.63)
Sabendo que a densidade de massa total não perturbada é dada por
ρ¯(tL) =
3H2(tL)
8piG
(3.64)
e que d2H ∝ 43H2 então
ρ¯(tL) =
1
2piGd2H
(3.65)
torna-se então trivial ver que a perturbação na temperatura intrínseca é dada
por
δT
T
=
1
3
δρB
ρB
≈ K2Ld2Hδφq (3.66)
temos então, pela mesma razão que para o efeito de Doppler, a contribuição
deste efeito para Cl é diminuto para pequenos valores de l, ou seja grandes
números de onda, pois este é proporcional a K2L. Quer isto dizer que para
l << lH o efeito de Sachs-Wolfe domina largamente sobre o efeito de tempe-
ratura intrínseca.
3.3.3 Efeito de Sachs-Wolfe Integrado: ISW
Entre a superfície de Last Scattering e actualmente, se considerarmos que
a reionização é tardia, os fotões vaguearam livremente até nos alcançarem.
Embora se considere que não tenham interacções que modiﬁquem o espectro
de potencias, os fotões ainda podem sofrer efeitos gravitacionais que podem
alterar o seu espectro. Existem dois efeitos [34] [28].
O mais simples destes é o efeito de redshift gravitacional provocado por
perturbações de potencial. Existem dois tipos de potencial. Se os potenciais
(δφ) forem independentes do tempo a energia que estes ganham quando caem
no potencial (sofrem blueshift) é igual em modulo a energia que estes perdem
a escalar o potencial. Desta forma podemos facilmente assumir que o ISW é
nulo ao longo do caminho dos fotões, anulando assim qualquer possível efeito.
Se o potencial for dependente do tempo o ISW deixa de ter uma contribuição
insigniﬁcante. Na realidade esta perturbação no campo gravitacional não é
totalmente independente do tempo devido a duas razões.
76 CAPÍTULO 3. CMB: O QUE NOS DIZ?
• Em primeiro lugar a radiação, mesmo muito depois do tempo de last
scattering, continua a contribuir para haver perturbações no campo
gravitacional.
• Em segundo, a presença da energia de vácuo requer modiﬁcações ao
tratamento Newtoniano realizado anteriormente.
Num potencial dependente do tempo o blueshift que o fotão sofre quando
cai no potencial já não cancela com o redshift que o fotão sente quando sai
do potencial levando a um desvio residual na temperatura.
O segundo é um efeito que só pode ser explicado com base na relatividade
geral. Uma ﬂutuação potencial dá origem a um defeito no espaço-tempo. Se
o potencial decai o tecido do espaço tempo contrai e os fotões sofrem um
blueshift. Se contrariamente se forma um potencial, o espaço-tempo expande,
o que provoca um redshift no fotão. Este processo pode ser observado na
ﬁgura seguinte.
Figura 3.1: Efeito ISW. [34]
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Este efeito de ISW afecta bastante o Cl para valores de l menores que 10.
Vamos então ver alguns exemplos deste efeito:
• Efeito primário de Sachs-Wolfe Integrado: Este efeito surge se o uni-
verso não é dominado pela matéria na superfície de last-scattering, ou
se existem algumas regiões onde a radiação afecta os potenciais. Este
efeito surge imediatamente a seguir ao efeito de Sachs-Wolfe. Este efeito
deve-se ao facto dos fotões se propagarem por ﬂutuações de densidade
ainda afectadas pela radiação. Temos então a presença de potenciais
dependentes do tempo.
• Efeito secundário de Sachs-Wolfe Integrado: Este efeito acontece bem
mais tarde que o anterior, quando o universo se torna dominado pela
energia escura. A expansão acelerada contribui para potenciais a grande
escala, tal como superclusters e grandes zonas de vazio. A medida que
os fotões vão ultrapassando diversas regiões vão sendo expostos a po-
tenciais dependentes do tempo. Os efeitos opostos de pontos de maior
densidade e de menor densidade tendem-se a cancelar se os fotões via-
jarem ao longo de muitos muitas regiões. Este pode ser compreendido
melhor observando a seguinte ﬁgura.
Figura 3.2: Se o potencial decai o tecido do espaço tempo contrai e os fotões
sofrem um blueshift. Se contrariamente se forma um potencial, o espaço-
tempo expande, o que provoca um redshift no fotão.[34]
Este efeito de ISW projecta o espectro para grandes ângulos ou seja
pequenos l's por duas razões:
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A primeira é porque nesta altura o horizonte onde está a perturbação
é bastante maior. A segunda porque o ponto de origem é muito mais
próximo do que a superfície de last scattering. Isto é, a uma escala
física igual temos associado uma escala angular maior.
• Efeito de Rees-Sciama [49]: Quando as ﬂutuações deixam o regime
linear a sua evolução pode afectar os potenciais e fazer com que eles
variem no tempo. Em modelos hierárquicos as pequenas escalas ﬁcam
não lineares em primeiro lugar. O efeito disto é os picos do espectro
se desviarem para as escalas pequenas, isto é grandes l's. Este efeito
ainda não foi observado mas com a próxima geração de instrumentos
pode-se vir a veriﬁcar a veracidade deste.
• Tensores: As ondas gravitacionais introduzem ﬂutuações tensoriais na
métrica. Como já vimos alterações na métrica podem dar origem a
efeitos de redshift gravitacionais nos fotões. Neste ponto reside a di-
ferença deste efeito, ele deixa um quadropolo como assinatura. Este
efeito tal como os outros que vimos só é importante para escalas super-
iores ao horizonte acústico. Este efeito tem sido estudado em detalhe e
tentativas para a detecção de ondas gravitacionais têm sido realizadas
por todo o globo.
3.4 Conclusão
Como acabamos de ver este efeito de Sachs-Wolfe integrado afecta Cl para
pequenos valores de l então é razoável assumir que o efeito de Sachs-Wolfe
domina as contribuições de Cl para valores de 10 < l < 50. Esquecendo o
facto que o movimento da terra afecta de forma plena as contribuições de
Cl para l = 1, como poderemos ver no capitulo 4, a primeira observação
séria da radiação cósmica de fundo foi levada a cabo pelo satélite COBE em
1992 [58]. Esta observação foi realizada, em termos de frequência, com uma
separação angular de 60o, perto do pico de um corpo negro a temperatura
de 2.7K [65]. Os dados obtidos pelo satélite mostraram uma ﬂutuação na
temperatura com o ângulo de (30 ± 5)µK, com uma distribuição angular
consistente com n = 1. Alguns anos volvidos foram de novo medidos valores
de Cl para valores de l compreendidos entre 2 e 40, e com uma regressão em
relação a função (3.57) para l ≥ 4 [4] [25]. Estes dados indicaram que o valor
de n estará muito próximo da unidade (n = 1.13 ± 0.4), o que é compatível
com o n = 1 do espectro de Harrison-Zel'dovich. Este resultado é escrito da
seguinte forma [65]:
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Cl =
24piQ2
5l(l + 1)
(3.67)
Nesta expressão Q é o momento quadripolar. Igualando as expressões (3.67)
e (3.58) obtemos
ℵφ =
√
27
5pi
Q
T0
(3.68)
os dados do COBE, para multipolos entre 10 e 40, indicam que Q = (18 ±
1.4)µK. Substituindo facilmente se vê que
ℵφ = (8.7± 0.7)× 10−6 (3.69)
Esta expressão (3.67) para l = 2 e l = 3, por extrapolação, mostrou-se
pouco lucrativa, na medida que o valor expectável não correspondeu ao valor
observado. Para valores de l superiores, ou seja fora do âmbito da equação
(3.67), temos de fazer um tratamento relativista. Este tratamento relativista
é iniciado no capítulo 5 e deverá melhorar a correspondência entre teoria e
observações.
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Capítulo 4
Problema do horizonte e
anisotropias secundárias
4.1 Isotropia e o problema do horizonte
Para compreendermos melhor o problema do horizonte e qual a sua ligação
à radiação cósmica de fundo recordemos que se pode calcular o horizonte
de partículas na superfície de last scattering: Antes de começarmos os
cálculos importa relembrar que queremos saber a distância a máxima à qual
dois pontos estão conectados causalmente na superfície de last scattering
[36]. Esta distância máxima não é dada por um horizonte de partículas pois
sabemos que as perturbações dominantes num plasma de bariões, fotões e
electrões, que são relevantes para o estudo do CMB são as ondas sonoras ou
ondas de pressão. Deste modo temos de ter em conta a velocidade do som e
não da luz. Estamos então em presença de um horizonte acústico [65].
4.1.1 Distâncias: Horizonte Acústico
Num universo em que a matéria e a radiação estão em equilíbrio térmico a
velocidade do som é dada por:
vs =
(
δp
δρ
)1/2
(4.1)
onde δp e δρ são variações inﬁnitésimas da pressão e densidade na ﬂutua-
ção adiabática. Numa tal perturbação adiabática a entropia por barião é
constante e pela segunda lei da termodinâmica:
δ
(
²
nB
)
+ pδ
(
1
nB
)
= 0 (4.2)
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onde ² é a densidade de energia térmica, e nB é a número de Bariões por
unidade de volume, logo 1
nB
é o volume por barião. Temos então:
² = aBT
4 +
3
2
nBNKBT (4.3)
P =
1
3
aBT
4 + nBNKBT (4.4)
onde aB é a constante de energia de radiação e é dada em cgs por:
aB =
8pi5K4B
15h3c3
= 7.56577(5)x10−15erg · cm−3 · deg−4 (4.5)
Como existem muitos mais fotões do que electrões ² e p são dominados pela
radiação:
² = aBT
4 (4.6)
P =
1
3
aBT
4 (4.7)
logo temos δp = 4
3
aBT
3δT e δρ = δρB+δ² = δρB+4aBT 3δT . Podemos agora
substituir na expressão (4.2), obtendo assim a expressão para perturbações
adiabáticas
3
δT
T
=
δnB
nB
=
δρB
ρB
(4.8)
ﬁcando a velocidade do som dada por:
vs =
(
δp
δρ
)1/2
=
( 4
3
aBT
3δT
δρB + 4aBT 3δT
)1/2
=
(
1
3(1 +R)
)1/2
(4.9)
Onde R ≡ ρB
4aBT 4
. Neste momento temos de relembrar que o nosso objectivo
é saber o horizonte no tempo de last scattering, por isso partindo da equação
de Friedman na presença de uma constante cosmológica (Λ) temos [50] [43]:
H2 =
8piG
3
ρ− K
a2
+
Λ
3
(4.10)
Sabendo que para uma equação de estado barotrópica p = ωρ, vem
ρ
ρo
=
(
a
ao
)−3(1+ω)
(4.11)
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para cada um dos componentes do ﬂuido cósmico. Podemos então recorrer
aos parâmetros adimensionais de densidade respectivos e escrever∫ a
ao
da
a[ΩM(
a
ao
)−3 + ΩR( aao )
−4 + ΩK( aao )
−2 + ΩΛ]1/2
=
∫ t
to
Hodt (4.12)
com ΩM + ΩR + ΩK + ΩΛ = 1. Com uma mudança de variável x = aao
dt =
dx
Hox[ΩMx−3 + ΩRx−4 + ΩKx−2 + ΩΛ]1/2
(4.13)
Para o caso do horizonte acústico, já vimos que R ≡ ρB
4aBT 4
, como ρB ∝ a−3
e T ∝ a−1 logo vem R ∝ a. Deste modo x = a
ao
≡ R
Ro
. Utilizando a expressão
anterior sem contribuição da constante cosmológica e sem curvatura ﬁcamos
com
dt =
dR
Hox[ΩM(
Ro
R
)3 + ΩR(
Ro
R
)4]1/2
, (4.14)
e fazendo pequenas modiﬁcações chegamos a
dt =
R(t)dR
HoΩ
1/2
M R
3/2
o [Req +R]1/2
, (4.15)
onde Req ≡ ΩRRoΩM é o valor de R no tempo de equivalência entre matéria e
radiação.
Como já discutimos na introdução, um universo espacialmente isotrópico
e homogéneo é descrito geometricamente por uma métrica de Robertson-
Walker
ds2 = −c2dt2 + a2(t)[dχ2 + f 2K(χ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2)],
onde f 2K(χ) é uma função já deﬁnida anteriormente.
Neste caso, como as ondas de pressão dominam o universo, podemos
transformar a nossa métrica fundamental numa métrica denominada acús-
tica, para observadores privilegiados, pois a velocidade do som não é inva-
riante. Desta forma fazemos
ds2 = −c2sdt2 + a2(t)[dχ2] (4.16)
como temos nesta fase um universo dominado pela velocidade do som, para
calcular a distância percorrida pela onda sonora podemos fazer ds2 = 0.
Tomando θ e Φ constantes, estamos a considerar uma propagação radial das
ondas sonoras. Vem então
csdt = ±a(t)dχ. (4.17)
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Escolhemos o sinal negativo, porque a onda sonora se está a aproximar de
nós, donde [50] ∫ t1
to
csdt
a(t)
=
∫ χo
χe
dχ. (4.18)
Sabendo que dH(tls) = a(tls)r(tls) ﬁcamos com
dH(tls) = a(tls)
∫ t1
to
csdt
a(t)
. (4.19)
Fazendo a(t) ≡ R(t), e substituindo na expressão anterior a equação (4.15)
obtemos
dH(tls) = R(tls)
∫ t1
to
R(t)dR√
3(1 +R)HoΩ
1/2
M R
3/2
o R(t)[Req +R]1/2
(4.20)
onde t0 = 0 corresponde ao tempo actual e t1 = tLS corresponde ao tempo
de last scattering. Resolvendo o integral e fazendo algumas modiﬁcações
chegamos à seguinte expressão para o horizonte acústico
dH(tls) =
2
Ho
√
3ΩMRLS(1 + zLS)3/2
ln
(√
1 +RLS +
√
ReqRLS
1 +
√
Req
)
(4.21)
dH ≈ H−1o (1 + Z)−3/2 (4.22)
4.1.2 Distâncias: Distância Diâmetro Angular
Quando comparamos tamanhos angulares e distâncias físicas utilizamos uma
chamada distância diâmetro angular, dA, que é dada pela relação trignomé-
trica [17]
dA =
s
θ
(4.23)
onde θ é o ângulo que o objecto ocupa no céu e s é o tamanho próprio, que
é dado por
s = a(t1)r1θ (4.24)
onde r1 é a coordenada co-móvel radial do objecto e a(t1) é o factor de escala,
no tempo de emissão da luz. Facilmente então se vê que a distância angular
à superfície de last scattering é
dA = a(tLS)rLS (4.25)
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apresentando uma equação que é equivalente à equação (4.18)∫ t0
t1
dt
a(t)
=
∫ r1
r0
dr√
1−Kr2 ⇔ (4.26)
r(z) = f
(∫ t0
tz
dt
a(t)
)
(4.27)
onde f(a) é uma função deﬁnida da seguinte forma
f(a) =

sin a k = 1 Universo fechado
sinh a k = −1 Universo aberto
a k = 0 Universo plano
Relembrando que x ≡ a(t)
a(0)
e substituindo a expressão (4.13) temos que
r(z) = f
(
1
aoHo
∫ 1
1
1+z
dx
x2[ΩMx−3 + ΩRx−4 + ΩKx−2 + ΩΛ]1/2
)
(4.28)
onde z é o redshift cosmológico. Podemos escrever a expressão anterior de
uma forma geral para todas as curvaturas
r(z) =
1
aoHo
√
ΩK
sinh
[√
ΩK
∫ 1
1
1+z
dx
x2[ΩMx−3 + ΩRx−4 + ΩKx−2 + ΩΛ]1/2
]
(4.29)
onde ΩK = − Ka2oH2o . Esta expressão é válida pois para ΩK > 0 temos o sinh,para ΩK < 0 o argumento do sinh vem imaginário logo podemos usar a
expressão sinh(ix) = i sin(x) e para ΩK = 0 temos de fazer o limite para o
qual ΩK → 0. Substituindo esta última expressão na equação (4.25) ﬁcamos
com
dA = a(tLS)rLS = ao
rLS
1 + z
=
1
aoHo
√
ΩK(1 + z)
× (4.30)
× sinh
[√
ΩK
∫ 1
1
1+z
dx
x2[ΩMx−3 + ΩRx−4 + ΩKx−2 + ΩΛ]1/2
]
Logo é fácil ver que
dA ≈ H−1o (1 + Z)−1 (4.31)
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4.1.3 Isotropia e problema do horizonte: Qual a sua
ligação à radiação cósmica de fundo?
Conhecendo agora as expressões do horizonte acústico e da distância diâme-
tro angular podemos facilmente fazer a sua razão e perceber o ângulo corres-
pondente. Então, o horizonte de partículas na superfície de last scattering
subtende um ângulo da ordem de
dH
dA
≈ (1 + z)−1/2 (4.32)
que para z ∼= 1100 dá um valor de 1.6◦ (ver também [21] para uma diferente
abordagem). Deste modo pode-se concluir que num universo dominado pela
matéria ou até pela radiação, nenhum mecanismo físico poderá ter suavi-
zado as anisotropias primárias existentes e até ter colocado regiões que estão
separadas por mais do que 1.6◦ à mesma temperatura. Então como é que
duas regiões que aparentemente não estão ligadas causalmente podem mos-
trar uma isotropia tão grande? Este é o problema do horizonte, e a resposta
é simples. O universo deve ter passado por uma fase de crescimento muito
rápida, chamada inﬂação. Antes e durante a inﬂação a parte do universo
que observamos deveria ocupar um espaço pequeno de modo que haveria
tempo suﬁciente para tudo se homogeneizar. Durante a inﬂação o universo
terá apresentado um factor de escala exponencial (eN). Em teorias de inﬂa-
ção actuais o valor mínimo considerado é N = 62 (e62 ≈ 1027) [10]. Esta fase
durou aproximadamente 10−36s [10]. Depois da inﬂação, esta pequena região
transformou-se numa região bastante extensa, explicando assim a isotropia
visível no universo.
4.2 Efeitos Secundários
Quando se obtiveram as primeiras imagens da radiação cósmica de fundo
através do COBE, estas não apresentavam qualquer anisotropia como pode
ser observado pela imagem 1 da ﬁgura 4.1. Isto é, sem variação da tempe-
ratura em todas as direcções (monopolo). Se observarmos com um pouco
mais de atenção facilmente se nota a presença de um dipolo de temperatura
dado pela imagem 2 da ﬁgura 4.1. Este é devido ao movimento da terra (e
do sistema solar) e as ﬂutuações são de cerca de 1 parte em dez mil. Este
movimento produz um efeito de Doppler o que faz com que se observe uma
região redshifted e outra blueshifted. Quando neutralizamos a anisotropia
dipolar obtemos a imagem 3 da ﬁgura 4.1. Esta é semelhante ao mapa de
temperaturas apresentado no primeiro capítulo com a diferença de esta ainda
conter a radiação proveniente da nossa galáxia.
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Figura 4.1: Esta ﬁgura apresenta as diferenças das imagens obtidas pelo
COBE e pelo WMAP. A imagem 1 refere-se ao monopolo na temperatura. A
imagem 2 aponta a presença de um dipolo na temperatura devido ao nosso
movimento em relação à radiação cósmica de fundo. A imagem 3 apresenta
o mesmo mapa mas agora removendo a anisotropia dipolar e fazendo com
que a sua resolução seja de 1 parte em 100 mil [70].
4.2.1 Efeito do movimento da Terra e a anisotropia di-
polar
O primeiro e mais simples efeito de anisotropia é o efeito que o movimento
da Terra produz no CMB. De modo a podermos analisar este efeito temos de
fazer algumas considerações. Deﬁnindo o nosso universo como perfeitamente
homogéneo e isotrópico, obtemos um referencial em relação ao qual podemos
medir velocidades peculiares de galáxias, ou de clusters de galáxias. Podemos
então deﬁnir a quantidade de fotões de cada polarização, por unidade de
volume, num volume do espaço momento d3p centrado em p. O volume do
espaço momento, com frequências entre ν e ν + dν é dado por 4pih3ν2dν/c3
logo
Nγ(p) =
c3
2
nt(ν)
4pih3ν2
, (4.33)
onde Nγ(p) é a densidade de fotões no espaço de fase e o factor 1/2 aparece
devido aos estados possíveis de polarização, polarização circular esquerda ou
direita. Sabendo que a densidade de fotões em equilíbrio com a matéria à
temperatura T e com frequências entre ν e ν + dν é
nT (ν)dν =
8piν2dν
c3(e
hν
KT − 1)
(4.34)
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onde h é aqui a constante de Planck e K a constante de Boltzmann, temos
então
Nγ(p) =
1
h3
1
e
|p|c
KT − 1
(4.35)
pois hν = |p|c. Esta é a densidade de fotões que mede um observador parado
em relação ao CMB. Sabendo que o número de fotões é um invariante de
Lorentz, então uma transformação de Lorentz para um referencial que se
move em relação ao CMB faz com que Nγ(p) = N
′
γ(p
′). Supondo que a Terra
se move com velocidade β (em unidades de c), tomando p como o momento
do fotão no referencial em repouso, o do CMB, e p′ como o momento do fotão
medido na Terra, temos então

P1
P2
P3
P4
 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 γ βγ
0 0 βγ γ


P
′
1
P
′
2
P
′
3
P
′
4

É fácil constatar que
|p| = γ(1 + βcosθ)|p′| (4.36)
onde γ = (1− β2)−1/2. Substituindo em (4.35) ﬁcamos com
Nγ(p) =
1
h3
1
e
|p′ |c
KT
′ − 1
(4.37)
onde [65]
T
′
=
T
γ(1 + βcosθ)
(4.38)
tendo em conta a velocidade da galáxia e a velocidade do Sol dentro da
galáxia chegamos à conclusão que β = v
c
= 10−3, o que quer dizer que γ ' 1.
Pela equação (4.38) vemos que se cos θ = −1, ou seja, para fotões que vêem
em sentido contrário ao movimento da Terra, o valor do denominador diminui
isto é T ′ > T . Se pelo contrário os fotões se movem no mesmo sentido que
a Terra cos θ = 1, o denominador aumenta e logo T ′ < T . Temos então
a presença de um dipolo. Medições realizadas pelo WMAP mostraram um
aumento de temperatura ∆T = T ′−T , de (3.346±0.017) mK, numa direcção
dada pelas suas coordenadas galácticas l = 263o.85±0o.1 e b = 48o.25±0o.04;
o que demonstra a importância crucial de ter de reduzir ou suprimir este efeito
em estudos do CMB [5].
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4.2.2 Efeito de Sunyaev-Zel`dovich
No ponto anterior falámos da anisotropia que o movimento da Terra produz
na radiação cósmica de fundo. Mas existe a contribuição de um outro efeito,
o efeito de Sunyaev-Zel`dovich [69]. Este efeito é originado por nuvens de
gás (plasma) que estão entre cúmulos de galáxias. Os fotões que passam
nestas regiões sofrem dispersão pelos electrões ai presentes. Comecemos por
relembrar o que é a dispersão de Compton: Um fotão com energia E dispersa
um electrão em repouso perdendo energia para ele, e dispersando-o numa
certa direcção. Este fenómeno quantitativamente é dado por
∆λ = λ− λo = h
mc
(1− cosθ) (4.39)
onde θ é o ângulo entre a direcção inicial e ﬁnal do fotão. Como o fotão
perde energia para o electrão, a sua frequência diminui. Visto o gás do meio
intergaláctico num cúmulo de galáxias ser quente, ou seja os electrões ai
presentes são muito energéticos, não podemos falar de um efeito de Compton
normal mas sim de um efeito de Compton inverso. Neste caso é o electrão
disperso que fornece energia ao fotão fazendo com que a sua frequência e
por sua vez energia aumentem. O efeito de Sunyaev-Zel`dovich faz então
com que diminua o número de fotões com energia E e aumente o número de
fotões com maiores energias; isto é, decresce o número de fotões presentes na
região de Rayleigh-Jeans e aumenta na região de Wien. Tenho neste ponto
que relembrar que o espectro presente no CMB é o de um corpo negro, pelo
que sabemos exactamente o número de fotões por unidade de temperatura e
frequência que deveríamos observar.
Tendo então em consideração o efeito de Compton inverso, precisamos
neste ponto de uma importante relação, a chamada equação de Kompaneets
∂N(ω)
∂t
=
(
σTne~
mec
)
1
ω2
1
∂ω
[
ω4
(
N(ω)(1 +N(ω)) +
KBTe
~
∂N(ω)
∂ω
)]
(4.40)
onde σT é a secção eﬁcaz da dispersão de Thompson, ne e Te são respecti-
vamente a densidade e a temperatura referentes aos electrões. Como neste
caso nos interessa a modiﬁcação provocada pelo gás de uma nuvem ao longo
da linha de visão podemos reescrever a equação de Kompaneets [37] [65] da
seguinte forma
∂N(ω, r)
∂r
=
(
σTne(r)~
mec2
)
1
ω2
1
∂ω
[
ω4 (N(ω, r)(1 +N(ω, r))
+
KBTe(r)
~
∂N(ω, r)
∂ω
)]
(4.41)
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onde r é a distância própria ao longo da nuvem na nossa linha de visão.
Como temos temperaturas muito altas no plasma de electrões, da ordem de
106 K, o 2o termo é dominante sobre o 1o termo e por isso a equação anterior
simpliﬁca-se
∂N(ω, r)
∂r
=
(
σTne(r)~
mec2
)
1
ω2
1
∂ω
[
ω4
KBTe(r)
~
∂N(ω, r)
∂ω
]
⇔ (4.42)
∂N(ω, r)
∂r
=
(
σTne(r)KBTe(r)
mec2
)
1
ω2
1
∂ω
[
ω4
∂N(ω, r)
∂ω
]
(4.43)
se a nuvem for opticamente espessa sabemos que o espectro observado será
um espectro de corpo negro com temperatura T = Te, pois a radiação está
em equilíbrio térmico. Visto o meio intergaláctico ter pouca densidade as
nuvens de gás são opticamente ﬁnas pelo que foi dito anteriormente não se
utiliza na prática. Partindo então do princípio que a nuvem é opticamente
ﬁna então podemos escrever a equação anterior como
∆N(ω) =
( u
ω2
) ∂
∂ω
[
ω4
∂N(ω)
∂ω
]
(4.44)
onde u = σTKB
mec2
∫
ne(x)Te(x)dx. Usando a lei para a radiação de um corpo
negro para a radiação de fundo N(ω) = 1
e
hν
KBTγ −1
temos então
∂N(ω)
∂ω
= − ~
KBTγ
ex
(ex − 1)2 (4.45)
∂
∂ω
ω4
[
∂N(ω)
∂ω
]
= 4xω2
(ex − e2x)
(ex − 1)3 + ω
2x2
(e2x + ex)
(ex − 1)3 (4.46)
onde x = ~ω
KBTγ
. Substituindo na equação (4.44) ﬁca
∆N = u
(−x+ (x2/4)coth(x/2)
sinh2(x/2)
)
(4.47)
podemos analisar este problema de duas formas. Analisar para x¿ 1 ou xÀ
1. No primeiro caso, ou seja na região do espectro correspondente a Rayleigh-
Jeans, temos que a lei de radiação ﬁca N → 1
x
e a equação (4.47) ﬁca N →
−2u
x
. Vemos que neste caso a forma do espectro se mantém mas que existe
uma variação na temperatura dada por ∆N
N
= ∆Tγ
Tγ
= −2u ou seja, a dispersão
de fotões com electrões de maiores energias faz diminuir a temperatura dos
fotões. Olhando agora para xÀ 1, ou seja região de Wien temos que ∆N
N
=
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∆Tγ
Tγ
= ux2; neste caso temos então um aumento da temperatura dos fotões.
Quer isto dizer que fotões de menores frequências estão a ser transferidos
para regiões do espectro de maiores frequências. Quer isto dizer que existe
uma conservação do número de fotões e que alguns deles apenas sofreram
um shift para as altas frequências. A partir da equação (4.44) veriﬁcamos
também que não existe qualquer dependência no redshift cosmológico (z),
em contradição com o efeito observado na reionização. Este aspecto tem
como consequência imediata que qualquer galáxia a qualquer redshift deixa
a mesma assinatura nos fotões do CMB. Mas existe algo que depende do
redshift [2]; esse parâmetro é a temperatura dos fotões. Como tanto ∆Tγ
como Tγ são reduzidos por um factor de (1 + Z)−1 então a sua razão não é
afectada. Este efeito é também chamado de efeito SZ térmico, isto porque
na nossa demonstração partimos do principio que o cúmulo está parado em
relação ao CMB. Isto é, embora todos os electrões estejam a mover-se em
todas as direcções as suas velocidades estão distribuídas isotropicamente, logo
não existe efeito de Doppler ligado aos electrões, mas há efeito de Doppler
relacionado com a velocidade do cúmulo todo. Este efeito é também chamado
de efeito SZ cinético. Tem efeitos muito menores em comparação com o efeito
térmico e por isso o foco principal foi dado ao efeito térmico. O efeito SZ
foi proposto em dois artigos por Sunyaev e Zel`dovich em 1970 e 1972, mas
observações realistas apenas foram conseguidas muitos anos depois. Estas
observações têm como base um decréscimo no número de fotões na região
de Rayleigh-Jeans, e esta técnica pode ser muito difícil de por em pratica.
Existem dois problemas principais.
Em primeiro lugar o tamanho angular escolhido pode limitar a observação
deste efeito. Como sabemos os picos acústicos do espectro de potências do
CMB são proeminentes em escalas que vão de 1 grau até alguns arcos de
minuto, sendo que neste ponto o espectro tem um amortecimento. À escala
do ângulo é muito difícil de observar o efeito de SZ pois a esta escala dominam
as anisotropias do CMB, mas a escalas mais pequenas estas anisotropias não
dominam tornando mais fácil a observação do efeito de SZ.
Em segundo lugar a presença de fontes de rádio na linha de visão pode
afectar as observações de duas formas distintas consoante a sua posição an-
gular no céu. Se a fonte de rádio estiver entre a nuvem e o nosso instrumento,
o decréscimo no número de fotões devido ao efeito SZ pode ser minimizado
e até desaparecer devido aos fotões provenientes da fonte de rádio. Se por
outro lado a região angular perto do cúmulo tiver muitas fontes de rádio
que não são detectadas então pode induzir em erro o observador pois estas
regiões são utilizadas como referência para a contagem do número de fotões
provenientes do cúmulo. Sendo assim o observador concluia que estavam a
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chegar menos fotões do que realmente chegam, isto é que estaria presente um
forte efeito de SZ o que não seria verdade.
O efeito SZ pode ser usado para ajudar a calcular a constante de Hubble
Ho, mas as suposições que teríamos de fazer sobre a forma de cada cúmulo e a
distribuição de electrões não permitem obter valores inteiramente correctos,
então é preferível usar este efeito para o estudo de cúmulos. Concluindo
devo apontar que a demonstração aqui realizada tem base em duas hipóteses
e uma observação:
1. Como disse que a nuvem seria opticamente ﬁna então o fotão apenas
seria disperso uma vez ao longo de x.
2. Como os electrões do meio intercúmulos são bastante mais quentes que
os fotões do CMB existe um termo da equação de Kompaneets que
pode ser suprimido.
3. A observação que os fotões provenientes do CMB seguem a lei de Planck
para radiação de corpo negro.
Capítulo 5
Teoria de perturbações em
Relatividade Geral
5.1 A Relatividade Geral perturbada
De uma forma geral o universo pode ser visto como sendo isotrópico e ho-
mogéneo, contendo um campo gravitacional descrito pela métrica de FLRW.
Mas esta forma de encarar o universo é apenas uma aproximação, necessi-
tamos então de conhecer as equações da relatividade geral que governam as
pequenas ﬂutuações. O primeiro estudo realizado às ﬂutuações em 1oordem
foi produzido por Lifshitz [39]. Iremos neste capítulo apresentá-las de uma
forma detalhada.
Equações de campo
Consideremos que todos os desvios em relação à homogeneidade e iso-
tropia são pequenos e podem ser tratados com teoria de perturbações de
1oordem. Baseando-nos em diversa observações, inclusive provenientes do
estudo da radiação cósmica de fundo, podemos dizer com convicção que o
universo é plano, nestes termos podemos partir da métrica não perturbada
de FLRW com K = 0
ds2 = −dt2 + a2(t)[dr2 + r2dΩ] (5.1)
A métrica perturbada é então dada conjuntamente pela métrica não pertur-
bada e por uma pequena perturbação na métrica [65] [6]
gµν = g¯µν + hµν (5.2)
onde a métrica não perturbada é dada por g¯µν e hµν = hνµ é uma pequena
perturbação. As componentes da métrica não perturbada são dados por
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g¯ij = a
2(t)δij (5.3)
g¯i0 = g¯0i = 0 (5.4)
g¯00 = −1 (5.5)
A perturbação numa métrica inversa é dada por δM−1 = −M−1δMM−1
então é fácil de veriﬁcar a segunda igualdade
hµν = gµν − g¯µν = −g¯µγ g¯νσhγσ (5.6)
as componentes da métrica perturbada são dadas pela equação (5.6)
hij = −a−4(t)hij (5.7)
hi0 = a−2(t)hi0 (5.8)
h00 = −h00 (5.9)
sabemos que se alterarmos a métrica original a perturbação extende-se a
outras quantidades. Sendo assim uma perturbação na métrica produz uma
perturbação na conexão
δΓµνλ =
1
2
g¯µρ[−2hρσΓ¯σνλ + ∂λhρν + ∂νhρλ − ∂ρhλν ] (5.10)
as componentes da conexão não perturbada que não são nulas são dadas por
Γ¯ij0 = Γ¯
i
0j =
a˙
a
δij (5.11)
Γ¯0ij = aa˙δij (5.12)
tendo em atenção a equação (5.10) temos acesso as componentes da conexão
perturbada
δΓijk =
1
2a2
[−2aa˙hi0δjk + ∂khij + ∂jhik − ∂ihjk] (5.13)
δΓij0 =
1
2a2
[−2 a˙
a
hij + h˙ij + ∂jhi0 − ∂ihj0] (5.14)
δΓ0ij =
1
2
[2aa˙h00δij + ∂jhi0 − ∂ihj0 + h˙ij] (5.15)
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δΓi00 =
1
2a2
[2h˙i0 − ∂ih00] (5.16)
δΓ0i0 =
a˙
a
hi0 − 1
2
∂ih00 (5.17)
δΓ000 = −
1
2
h˙00 (5.18)
δΓλλµ = ∂µ(
1
2a2
hii − 1
2
h00) (5.19)
em geral as equações de Einstein podem ser escritas da seguinte forma [44]
[11]
Rµν = −8piGSµν (5.20)
onde Sµν é o denominado tensor fonte e é dado por
Sµν = Tµν − 1
2
gµνg
ρσTρσ = Tµν − 1
2
gµνT
λ
λ (5.21)
podemos escrever as equações de Einstein da forma perturbada como
δRµν = −8piGδSµν (5.22)
a perturbação no tensor fonte é dado por
δSµν = δTµν − 1
2
g¯µνδT
λ
λ −
1
2
hµνT¯
λ
λ (5.23)
não assumindo que os constituintes do universo formam um ﬂuido perfeito,
assumimos um universo homogéneo e isotrópico. Quer isto dizer que assu-
mimos à partida um universo invariante segundo as rotações e segundo as
translações. Assumindo estas considerações no tensor energia-momento não
perturbado, este requer que tome a forma de um ﬂuido perfeito
T¯µν = p¯g¯µν + (p¯+ ρ¯)u¯µu¯ν (5.24)
onde as barras denotam as quantidades não perturbadas. O 4-vector veloci-
dade é dado por u¯0 = −1 e u¯i = 0. Se partirmos das equações de Friedman
podemos ter acesso aos valores da densidade de energia e da pressão não
perturbadas.
ρ¯ =
3
8piG
(
a˙2
a2
)
(5.25)
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p¯ = − 1
8piG
(
a˙2
a2
+
2a¨
a
)
(5.26)
temos então todas as condições para calcular o traço do tensor energia-
momento necessário para substituir na equação 5.23.
T¯ λλ = 3p¯− ρ¯ = −
3
8piG
(
a˙2
a2
+
2a¨
a
)
− 3
8piG
(
a˙2
a2
)
= − 3
4piG
(
a˙2
a2
+
a¨
a
)
(5.27)
substituindo tudo isto na equação (5.23) temos acesso as componentes do
tensor fonte
δSjk = δTjk − a
2
2
δjkδT
λ
λ +
3
8piG
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
hjk (5.28)
δSj0 = δTj0 +
3
8piG
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
hj0 (5.29)
δS00 = δT00 +
1
2
δT λλ +
3
8piG
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
h00 (5.30)
temos então todos os ingredientes para poder escrever as equações de Einstein
com perturbação a partir da equação (5.22) na forma
Rjk = −8piG
(
δTjk − a
2
2
δjkδT
λ
λ
)
− 3
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
hjk (5.31)
Rj0 = −8piG (δTj0)− 3
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
hj0 (5.32)
R00 = −8piG
(
δT00 +
1
2
δT λλ
)
− 3
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
h00 (5.33)
se desenvolvermos agora o lado esquerdo da igualdade temos que saber qual
a perturbação no tensor de Ricci. Sabendo que o tensor de Ricci não pertur-
bado é dado por
Rµν =
∂Γλλµ
∂xν
− ∂Γ
λ
µν
∂xλ
+ ΓλµσΓ
σ
νλ − ΓλµνΓσλσ (5.34)
facilmente vemos que o tensor de Ricci perturbado é
Rµν =
∂δΓλλµ
∂xν
− ∂δΓ
λ
µν
∂xλ
+ δΓλµσΓ¯
σ
νλ + δΓ
σ
νλΓ¯
λ
µσ − δΓλµνΓ¯σλσ − δΓσλσΓ¯λµν (5.35)
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podemos então escrever as componentes do tensor de Ricci perturbado
Rjk = −1
2
∂j∂kh00 − (2a˙2 + aa¨)δjkh00 − 1
2
aa˙δjkh˙00
+
1
2a2
(∇2hjk − ∂i∂jhik − ∂i∂khij + ∂j∂khii)− 1
2
h¨jk
+
1
2a2
(∇2hjk − ∂i∂jhik − ∂i∂khij + ∂j∂khii)− 1
2
h¨jk
+
a˙
2a
(
h˙jk − δjkh˙ii
)
+
(
a˙
a
)2
(−2hjk + δjkhii) + a˙
a
δjk∂ihi0
+
1
2
(
∂jh˙k0 + ∂kh˙j0
)
+
a˙
2a
(∂jhk0 + ∂khj0) (5.36)
Rj0 = R0j =
a˙
a
∂jh00 +
1
2a2
(∇2hj0 − ∂j∂ihi0)
−
(
a¨
a
+
2a˙2
a2
)
hj0 +
1
2
∂
∂t
[
1
a2
(∂jhkk − ∂khkj)
]
(5.37)
R00 =
1
2a2
∇2h00 + 3a˙
2a
h˙00 − 1
a2
∂ih˙i0
+
1
2a2
[
h¨ii − 2a˙
a
h˙ii + 2
(
a˙2
a2
− a¨
a
)
hii
]
(5.38)
As equações de Einstein ﬁcam então na sua forma ﬁnal
−8piG
(
δTjk − a
2
2
δjkδT
λ
λ
)
= −1
2
∂j∂kh00 − (2a˙2 + aa¨)δjkh00 − 1
2
aa˙δjkh˙00
+
1
2a2
(∇2hjk − ∂i∂jhik − ∂i∂khij + ∂j∂khii)− 1
2
h¨jk
+
a˙
2a
(
h˙jk − δjkh˙ii
)
+
(
a˙2
a2
+
3a¨
a
)
hjk +
(
a˙2
a2
)
δjkhii +
a˙
a
δjk∂ihi0
+
1
2
(
∂jh˙k0 + ∂kh˙j0
)
+
a˙
2a
(∂jhk0 + ∂khj0) (5.39)
−8piGδTj0 = a˙
a
∂jh00 +
1
2a2
(∇2hj0 − ∂j∂ihi0) (5.40)
+
(
a˙2
a2
+
2a¨
a
)
hj0 +
1
2
∂
∂t
[
1
a2
(∂jhkk − ∂khkj)
]
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−8piG
(
δT00 +
1
2
δT λλ
)
=
1
2a2
∇2h00 + 3a˙
2a
h˙00 − 1
a2
∂ih˙i0
+
1
2a2
[
h¨ii − 2a˙
a
h˙ii + 2
(
a˙2
a2
− a¨
a
)
hii
]
+ 3
(
a¨
a
+
a˙2
a2
)
h00 (5.41)
Equações de conservação
para a nossa analise ﬁcar completa temos que derivar as equações de conser-
vação. As componentes do tensor energia-momento estão sujeitas a condição
de conservação (derivada covariante nula) T µν;µ = 0.
T µν;µ = ∂µT
µ
ν + Γ
µ
µλT
λ
ν − ΓλµνT µλ = 0 (5.42)
em primeira ordem de perturbações o tensor energia-momento ﬁca
δT µν;µ = ∂µδT
µ
ν + Γ¯
µ
µλδT
λ
ν + δΓ
µ
µλT¯
λ
ν − Γ¯λµνδT µλ − δΓλµνT¯ µλ = 0 (5.43)
onde as perturbações no tensor energia-momento misto são dadas por
δT µν = g¯
µλ[δTλν − hλkT¯ kν ] (5.44)
se considerarmos ν como a coordenada espacial com índice j ﬁcamos com a
equação de conservação de momento
∂0δT
0
j + ∂δT
i
j +
2a˙
a
δT 0j − aa˙δT j0 − (ρ¯+ p¯)
(
1
2
∂jh00 − a˙
a
hj0
)
= 0 (5.45)
se considerarmos ν como a coordenada temporal, ou seja igual a zero, temos
a equação de conservação de energia
∂0δT
0
0 + ∂iδT
i
0 +
3a˙
a
δT 00 −
a˙
a
δT ii − (
ρ¯+ p¯
2a2
)
(
−2a˙
a
hii + h˙ii
)
= 0 (5.46)
muitas vezes estas equações são utilizadas em detrimento das equações de
campo o que demonstra a sua importância. Esta importância pode ser
concretizada através da seguinte situação. É possível encontrar no nosso uni-
verso ﬂuidos que não interagem com outros ﬂuidos, o exemplo mais conhecido
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é o da matéria escura. As equações de conservação são satisfeitas separada-
mente para cada constituinte do universo individual, conseguindo-se infor-
mação que não seria possível alcançar com as equações de campo. Mas existe
algo que não satisfaz quem trabalha com estas expressões. As equações são
deveras complicadas de trabalhar. Deste modo podemos tentar simpliﬁcar as
equações recorrendo a homogeneidade e isotropia da métrica não perturbada
e do tensor energia-momento fazendo com que seja possível a sua decompo-
sição em modos escalares, modos vectoriais e modos tensoriais.
Decomposição das equações em modos
De forma a simpliﬁcar temos que deﬁnir a perturbação na métrica da forma
[65]
h00 = −E (5.47)
hi0 = a
(
∂F
∂xi
+Gi
)
(5.48)
hij = a
2
(
Aδij +
∂2B
∂xi∂xj
+
∂Ci
∂xj
+
∂Cj
∂xi
+Dij
)
(5.49)
onde as perturbações A,B,Ci, Cj, Dij = Dji, E, F e Gi são funções de x e de
t e que satisfazem as seguintes condições:
∂Ci
∂xi
= 0 (5.50)
∂Gi
∂xi
= 0 (5.51)
∂Dij
∂xi
= 0 (5.52)
Dii = 0 (5.53)
para podermos fazer uma analise detalhada ao tensor energia momento deve-
mos começar pelo início ou seja pelo tensor energia-momento não perturbado,
isto é para um ﬂuido perfeito.
Tµν = pgµν + (p+ ρ)uµuν (5.54)
onde gµνuµuν = −1, u¯i = 0 e u¯0 = −1. Temos então que a condição de
renormalização dá
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δu0 = δu0 = δ(g
0νuν) = g¯
0νδuν + h
0ν u¯ν =
h00
2
(5.55)
enquanto que δui é uma variável independente. Temos então que as compo-
nentes do tensor energia-momento perturbado são
δTij = p¯hij + g¯ijδp = p¯hij + a
2δijδp (5.56)
δTi0 = p¯hi0 − (ρ¯+ p¯)δui (5.57)
δT00 = −ρ¯h00 − δρ (5.58)
com acesso a estas expressões podemos colocar o tensor energia-momento
perturbado da mesma forma que a métrica bastando para isso apenas deﬁnir
δρ da seguinte forma
δρ = δT00 + ρ¯h00 (5.59)
a perturbação na velocidade vem dada por
(ρ¯+ p¯)δui = −δTi0 + p¯hi0 (5.60)
e por último deﬁnimos a perturbação na pressão como
a2δijδp = −p¯hij + δTij (5.61)
outros termos aparecem em δTij e representam correcções dissipativas ao
tensor inercia, escrevemos então
δTij = p¯hij + a
2
[
δijδp+ ∂i∂jpi
s + ∂ipi
v
j + ∂jpi
v
i + pi
T
ij
]
(5.62)
δTi0 = p¯hi0 − (ρ¯+ p¯) [∂iδu+ δuvi ] (5.63)
δT00 = −ρ¯h00 − δρ (5.64)
onde se satisfazem as seguintes equações ∂ipivi = ∂iδuvi = 0, ∂ipiTij = 0 e piTii = 0
podemos agora calcular as componentes mistas do tensor energia-momento
de acordo com a equação (5.44)
δT ij = δijδp+ ∂i∂jpi
s + ∂ipi
v
j + ∂jpi
v
i + pi
T
ij (5.65)
δT i0 = a
−2(ρ¯+ p¯)(a∂iF + aGi − ∂iδu− δuvi ) (5.66)
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δT 0i = (ρ¯+ p¯)(∂iδu+ δu
v
i ) (5.67)
δT 00 = −δρ (5.68)
δT λλ = 3δp− δρ+∇2pis (5.69)
tendo estas expressões, as equações de Einstein, as equações de conservação e
as equações para ρ e p, facilmente se observa que podemos ter três classes de
equações acopladas. Estas três classes são modos escalares, modos vectoriais
e modos tensoriais.
5.1.1 Modos escalares
São de longe os modos mais complicados pois utilizam 8 escalares (A,F,E,B,
δρ, δp, pis e δu). Partimos então da equação (5.39) e retiramos a informação
proporcional a δjk.
−4piGa2(δp− δρ−∇2pis) = −1
2
aa˙E˙ + (2a˙2 + aa¨)E +
1
2
∇2a− 1
2
a2A¨
− 3aa˙A− 1
2
aa˙∇2B˙ + a˙∇2F (5.70)
a parte da mesma equação que é proporcional a ∂i∂jS onde S é um escalar
arbítrio é dado por
∂j∂k
[
16piGa2pis + E + A− a2B¨ − 3aa˙B˙ + 2aF˙ + 4aF˙
]
= 0 (5.71)
a parte da equação (5.40) proporcional a ∂jS é dada por
8piGa(ρ¯+ p¯)∂jδu = −a˙∂jE + a∂jA˙ (5.72)
a equação (5.41) origina
−4piG (δρ+ 3δp+∇2pis) = − 1
2a2
∇2E − 3a˙
2a
E˙ − 1
a
∇2F˙ − a˙
a2
∇2F + 3
2
A¨
+
3a˙
a
A˙− 3a¨
a
E +
1
2
∇2B¨ + a˙
a
∇2B˙ (5.73)
a parte da condição de conservação de momento (5.45) que é uma derivada
de ∂j é dada por
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∂j
[
δp+∇2pis + ∂0((ρ¯+ p¯)δu) + 1
2
(ρ¯+ p¯)E
]
= 0 (5.74)
por ﬁm a equação de conservação de energia (5.46) dá
δρ˙+
3a˙
a
(δρ+ δp) + ∇2
[
−(ρ¯+ p¯)
a
F +
(ρ¯+ p¯)
a2
δu+
a˙
a
pis
]
+
1
2
(ρ¯+ p¯)∂0
[
3A+∇2B] = 0 (5.75)
nestas duas ultimas expressões tanto δp como δρ como pis são elementos
perturbativos que constituem o tensor energia-momento global perturbado.
Estas expressões podem ser utilizadas facilmente em cada constituinte do
universo separadamente desde que este não troque energia ou momento com
outros constituintes, tal como se pensa ser o caso da matéria escura.
5.1.2 Modos vectoriais
Estes modos envolvem os quatro vectores com divergência nula, Gij, Ci,
δvi e pivi . Podemos então pegar na equação (5.39) e ﬁcamos com a parte
proporcional a ∂kVj.
∂k
[
16piGa2pivj − a2C¨j − 3aa˙C˙j + aG˙j + 2a˙Gj
]
(5.76)
A parte da equação (5.40) da forma Vj origina
8piG(ρ¯+ p¯)aδuvj =
1
2
∇2Gj − a
2
∇2C˙j (5.77)
na equação de conservação de momento (5.45) a parte que tem divergência
nula toma a forma
∇2pivj + ∂0
[
(p¯+ ρ¯)δuvj
]
+
3a˙
a
(p¯+ ρ¯)δuvj = 0 (5.78)
se particularizarmos para um ﬂuido perfeito temos pivj = 0, logo a ultima
equação diz-nos que (p¯ + ρ¯)δuvj decai como 1a3 , logo as equações (5.76) e
(5.77) mostram que a quantidade Gj−aC˙j decai com 1a2 . Sabendo então que
estes modos vectoriais decaem com o factor de escala, podemos dizer que não
são relevantes no estudo cosmológico, como já tínhamos aﬁrmado no estudo
newtoniano.
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5.1.3 Modos Tensoriais
Estes modos dizem respeito apenas aos dois tensores simétricos (Dij e piTij)
com traço nulo e divergência nula. Neste caso apenas se mantém uma equa-
ção, a equação (5.39) que é neste caso denominada de equação de onda para
radiação gravitacional.
−16piGa2piTij = ∇2Dij − a2D¨ij − 3aa˙D˙ij (5.79)
As equações apresentadas, para todo os modos, não fornecem uma resposta
global aos nossos problemas. Este facto deve-se a termos ainda uma certa
liberdade para podermos fazer transformações no sistema de coordenadas
que são da mesma ordem de grandeza das perturbações físicas. Esta liber-
dade pode ser removida fazendo uma escolha de sistema de coordenadas ou
seja uma escolha de Gauge. Este ponto será apresentado mais a frente neste
trabalho. Mesmo fazendo uma escolha de Gauge as equações dos modos esca-
lares continuam a não formar um conjunto completo, a menos que a pressão
e a inercia anisotrópica pis sejam expressas como funções da densidade de
energia. Na realidade a matéria escura fria, que é formada por partículas
com velocidades muito pequenas e interage de forma desprezável com outros
constituintes, tem esta particularidade. Podemos então fazer p = 0 e pis = 0.
As coisas complicam-se se tivermos constituintes do universo cujas veloci-
dades das partículas não possam ser desprezadas. Neste caso se as colisões
que as partículas sofrem forem relativamente rápidas de modo a preservar
o equilíbrio térmico local podemos desprezar a contribuição de pis. Se as
partículas forem ultra-relativistas fazemos apenas p = ρ
3
. Se as partículas
forem apenas relativistas moderadamente então a pressão em equilíbrio tér-
mico pode ser expressa como função da densidade de energia e pelo menos
um número de densidade deverá satisfazer a condição de conservação
(nuµ);µ = 0 (5.80)
esta condição mostra que o número de densidade não perturbado é dado por
n¯ ∝ a−3 e que número de densidade perturbado satisfaz
∂
∂t
(
δn
n¯
)
+
1
a2
∇2δu+ 1
2
(
3A˙+∇2B˙
)
− 1
2
∇2F = 0 (5.81)
sendo assim, tendo p como função da densidade de energia e do número de
densidade e tendo ﬁxado uma gauge, as equações (5.74, 5.75 e 5.81) formam
um conjunto completo para os modos escalares.
De forma análoga os modos vectoriais e tensoriais não formam um conjunto
completo de equações mesmo depois de ﬁxar a gauge. Este problema pode
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ser ultrapassado se tivermos expressões tanto para pivi como para piTij. Mais
uma vez para ﬂuidos perfeitos não há problema visto que se anulam. Como
vimos estas equações dependem da escolha de gauge que se faz,é por essa
razão vamos estudar alguns aspectos de gauges que se podem tomar.
5.2 Escolhas de Gauge
Como em algumas coisas na vida nem tudo o que é bonito é funcional. Como
vimos as expressões anteriores são tanto de uma beleza rara como de uma
diﬁculdade acima da média para serem trabalhadas. Quer isto dizer que
pese embora as simpliﬁcações que tenhamos feito decompondo em modos,
as expressões ainda são complicadas. É por esta razão e porque existem
modos escalares e vectoriais, não físicos, que correspondem apenas a trans-
formadas de Fourier da métrica de FLRW e do tensor energia-momento, que
recorremos a escolhas de gauge. As escolhas de gauge permitem melhorar o
primeiro problema e eliminar o segundo problema, ﬁxando apenas um sistema
de coordenadas, que é dado por condições favoráveis da métrica totalmente
perturbada e do tensor energia-momento. Nesta secção vamos trabalhar com
perturbações A(x, t)... que dependem do tempo, mas as ilações retiradas
desta secção são extensivas as componentes de Fourier substituindo apenas o
Laplaciano por −q2 [65]. Teoria de gauge é um tipo de teoria de campo onde
o Lagrangiano é invariante segundo um grupo continuo de transformações lo-
cais. As transformações denominadas transformações de gauge formam um
grupo de Lie que também é designado grupo de simetria. Para cada grupo
gerador existe um campo vectorial denominado campo de gauge. Os campos
de gauge são inseridos no lagrangiano para assegurar a sua invariância se-
gundo as transformações de gauge (invariância de gauge). Se o lagrangiano
que descreve o processo físico for invariante segundo uma transformação que
ocorre em todos os pontos do espaço-tempo, então diz-se que tem uma si-
metria global. Uma simetria local é semelhante a uma simetria global, mas
neste caso os parâmetros do grupo são ﬁxados no espaço-tempo. De uma
forma descritiva uma transformação de gauge, consiste na ﬁxação de uma
superfície a tempo constante e na ﬁxação da grelha espacial dessa mesma
superfície. Dependendo da gauge que escolhermos a representação da den-
sidade de energia, pressão, etc... muda. Fazendo agora uma aproximação
mais matemática, em primeiro lugar devemos considerar uma transformação
de coordenadas no espaço-tempo onde o ²µ é muito pequeno, tal e qual como
uma perturbação
xµ → x′µ = xµ + ²µ (5.82)
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com esta transformação de coordenadas a métrica toma a seguinte forma
g
′
µν(x
′
) = gλk(x)
dxλ
dx′µ
dxk
dx′ν
(5.83)
estas transformações têm o problema de afectar as coordenadas, os campos
não perturbados e as perturbações nos campos. As transformações de gauge
apenas afectam as perturbações nos campos. Tendo isto em mente podemos
deixar cair a plica na coordenada, redeﬁnindo as coordenadas, a mudança
produzida em gµν(x) vai se recupertir na perturbação hµν(x). Temos então
as equações de campo invariantes segundo a transformação de gauge
hµν(x) = hµν(x) + ∆hµν(x) (5.84)
onde ∆hµν(x) é dado por
∆hµν(x) = g
′
µν(x)− gµν(x) (5.85)
em primeira ordem em hµν(x) e ²(x) a expressão anterior ﬁca
∆hµν(x) = g
′
µν(x
′
)− ∂gµν(x)²
λ(x)
∂xλ
− gµν(x) (5.86)
∆hµν(x) = −g¯λµ(x)∂²
λ(x)
∂xν
− g¯λν(x)∂²
λ(x)
∂xµ
− ∂g¯λν(x)
∂xλ
²λ(x) (5.87)
separando esta expressão nas suas componentes ﬁcamos com
∆hij = − ∂²i
∂xj
− ∂²j
∂xi
+ 2aa˙δij²0 (5.88)
∆hi0 = −∂²i
∂t
− ∂²0
∂xi
+ 2
a˙
a
²i (5.89)
∆h00 = −2∂²0
∂t
(5.90)
os indices sobem-se e descem-se com a métrica de FLRW de forma que
²0 = −²0 (5.91)
²i = a
2²i (5.92)
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temos de ter em atenção que as equações de Einstein transformadas apenas
são válidas, isto é invariantes, se aplicarmos a transformação de gauge igual-
mente a todos os tensores incluíndo ao tensor energia momento. Desta forma
temos a transformação
δTµν(x)→ δTµν(x) + ∆δTµν(x) (5.93)
com
∆δTµν(x) = −T¯λµ(x)∂²
λ(x)
∂xν
− T¯λν(x)∂²
λ(x)
∂xµ
− ∂T¯λν(x)
∂xλ
²λ(x) (5.94)
a semelhança entre esta expressão e a expressão (5.87) é evidente. Os termos
da segunda parte da igualdade são também conhecidos como derivadas de
Lie dos tensores correspondentes. De realçar que o símbolo δ signiﬁca uma
perturbação enquanto que o símbolo ∆ signiﬁca uma mudança na perturba-
ção devido a transformação de coordenadas, isto é devido a gauge. Podemos
assim ter acesso as suas componentes
∆δTij = −p¯
[
∂²i
∂xj
− ∂²j
∂xi
]
+
∂
∂t
(a2p¯)δij²0 (5.95)
∆δTi0 = −p¯∂²i
∂t
+ ρ¯
∂²0
∂xi
+ 2p¯
a˙
a
²i (5.96)
∆δT00 = 2ρ¯
∂²0
∂t
+ ˙¯ρ²0 (5.97)
relembrando que o nosso objectivo é em tudo semelhante ao realizado no
capítulo anterior, isto é separar os modos existentes, temos de repetir uma
decomposição desta feita na parte espacial de ²µ. A separação é feita no
gradiente de um escalar e num vector com divergência nula. Ficamos ime-
diatamente com
²i = ∂i²
s + ²vi (5.98)
onde ∂i²vi = 0. Temos então acesso as transformações de gauge das compo-
nentes da métrica perturbada, dadas pelas transformações operadas em (5.88
- 5.90) com as expressões (5.47 - 5.49).
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∆A =
2a˙
a
²0
∆B = − 2
a2
²s
∆Ci = − 1
a2
²vi
∆Dij = 0 (5.99)
∆E = 2²˙0
∆F =
1
a
[
−²0 − ²˙s + 2a˙
a
²s
]
∆Gi =
1
a
(
−²˙vi +
2a˙
a
²vi
)
temos também a mudança nas perturbações na pressão, densidade de energia
e velocidade respectivamente
∆δp = ˙¯p²0 (5.100)
∆δρ = ˙¯ρ²0 (5.101)
∆δu = −²0 (5.102)
em relação as correcções do tensor energia-momento não existe problema
visto serem invariantes de gauge, logo a mudança da perturbação devido à
transformação de coordenadas é nula
∆pis = ∆pivi = ∆pi
T
ij = ∆δu
v
i = 0 (5.103)
de notar que para um ﬂuido perfeito as correcções ao tensor energia-momento
são nulas, e logo também invariantes de gauge. Relembrando que o nosso
objectivo é tornar as equações de campo invariantes de gauge, não chega
apenas o que ﬁzemos até agora. Temos também que transformar outros
objectos como por exemplo um 4-escalar. Suponhamos um 4-escalar E(x)
segundo temos E(x) = E ′(x′). Se aplicarmos uma transformação de coorde-
nadas 4-dimensional temos uma mudança dada por ∆δE(x) = E ′(x)−E(x)
que por sua vez se tem ∆δE(x) = E ′(x)−E ′(x′) que em primeira ordem de
teoria de perturbações dá
∆δE(x) = E(x)− E(x′) = −∂E¯(t)
∂xµ
²µ(x) = ˙¯E(t)²0(t) (5.104)
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este resultado aplica-se a vários componentes entre os quais estão campos
escalares ou a densidade por unidade de volume. No caso de termos um
ﬂuido perfeito tanto a pressão como a densidade de energia são deﬁnidas
como escalares e logo as transformações de gauge de δp e δρ são casos do
resultado anterior, isto é
∆δp(x) = ˙¯p(t)²0 (5.105)
∆δρ(x) = ˙¯ρ(t)²0 (5.106)
estas transformações de gauge não dependem das equações ou leis de conser-
vação (5.74) e (5.75), as transformações aplicam-se individualmente a cada
constituinte do universo, para qualquer caso em que o tensor energia-momento
é o somatório de termos para os diversos componentes do universo, mesmo
que estes não sejam conservados individualmente.
Existem duas formas de eliminar os graus de liberdade, podemos trabal-
har apenas com quantidades que são invariantes de gauge e podemos escolher
um gauge única na qual tratamos o problema. Como já foi dito anteriormente
as quantidades piTij e Dij são invariantes e logo nenhuma gauge ﬁxa é necessa-
ria ou possível. As quantidades vectoriais, pivi , δuvi , Ci e Gi, que aparecem nas
equações (modos vectoriais) de campo e de conservação, podem-se escrever
em termos de quantidades (pivi , δuvi e G˜i = Gi − aC˙i) que são invariantes de
gauge, ou podemos ﬁxar uma gauge que escolhendo ²vi faça nulos Ci ou Gi.
Em relação as quantidades escalares este processo é mais complicado e por
isso é preferível ﬁxar uma gauge. Temos duas hipóteses de forma a ﬁxar os
sistema de coordenadas [27]. Numa primeira situação podemos representar
uma série de observadores preferenciais e fazer com que o sistema de coor-
denadas seja aquele que os deﬁna como estando em repouso. Este é o caso
da popular gauge síncrona que corresponde ao referencial em repouso de ob-
servadores em queda livre (CDM). Esta gauge é computacionalmente menos
exigente que outras gauges (Newtoniana). Existe uma extensão desta gauge,
a denominada gauge de matéria total, onde o sistema de coordenadas corres-
ponde com o referencial em repouso de matéria relativista e não relativista.
Esta gauge é particularmente utilizada no universo primitivo. Uma segunda
hipótese é fazer uma escolha tendo em atenção as propriedades geométricas.
Esta deﬁnição corresponde á denominada gauge Newtoniana. Neste caso a
expansão é Shear Free e logo a expansão torna-se isotrópica. Resumindo
temos:
1. Gauge Síncrona → Corte no tempo corresponde ao referencial em re-
pouso do corpo em queda livre.
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2. Gauge Newtoniana → Esta abordagem é melhor quando o calculo não
é um problema. Neste caso um corte no tempo faz a taxa de expansão
Shear Free. Esta gauge é superior as outras na medida que muitas
vezes clariﬁca o processo físico em questão e porque no seu limite não
relativista se reduz a gravidade Newtoniana e logo a nossa forma de
pensar potenciais pode ser posta em práctica.
Vamos então começar por particularizar os casos e começamos pelo estudo
da gauge Newtoniana.
5.2.1 Gauge Newtoniana
Como já vimos esta é a transformação de gauge que mais se aproxima de
uma linguagem física. Vamos então escolher ²s de forma que a quantidade B
seja nula e escolhemos ²0 de forma que F seja nulo (Só existem perturbações
escalares). Esta escolha só se pode fazer uma vez visto que depois desta es-
colha não temos liberdade para fazer mais nenhuma transformação de gauge.
Nesta gauge de forma convencional escreve-se
E = 2Φ (5.107)
A = −2Ψ (5.108)
desta forma as componentes da métrica da pequena perturbação são
h00 = −E = −2Φ (5.109)
hi0 = a
[
∂F
∂xi
+Gi
]
= 0 (5.110)
hij = a
2Aδij = −2Ψa2δij (5.111)
e as componentes da métrica perturbada são
g00 = −1− 2Φ (5.112)
hi0 = 0 (5.113)
hij = a
2δij(1− 2Ψ) (5.114)
as equações de campo então ﬁcam
−4piGa2 [δρ− δp−∇2pis] = aa˙Φ˙+(4a˙2+2aa¨)Φ−∇2Ψ+a2Ψ¨+6aa˙Ψ˙ (5.115)
−8piGa2∂i∂jpis = ∂i∂j[Φ−Ψ] (5.116)
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4piGa(p¯+ ρ¯)∂iδu = −a˙∂iΦ− a∂iΨ˙ (5.117)
4piG(δρ+ 3δp+∇2pis) = 1
a2
∇2Φ + 3a˙
a
Φ˙ + 3Ψ¨ +
6a˙
a
Ψ˙ +
6a¨
a
Φ (5.118)
sendo assim as equações de conservação de momento e de energia são respec-
tivamente
δp+∇2pis + ∂0[(p¯+ ρ¯)δu] + 3a˙
a
(p¯+ ρ¯)δu+ (p¯+ ρ¯)Φ = 0 (5.119)
δρ˙+
3a˙
a
(δp+ δρ) +∇2
(
a−2(p¯+ ρ¯)δu+
a˙
a
pis
)
− 3(p¯+ ρ¯)Ψ˙ = 0 (5.120)
se observarmos bem a equação (5.116) podemos ver que os campos Ψ e Φ
são ﬁsicamente dependentes entre eles. Podemos ver que diferem num termo
que aparece devido a parte anisotropica do tensor torção e são iguais quando
temos um ﬂuido perfeito (pis = 0).
Podemos também calcular a perturbação na densidade por unidade de vo-
lume numa qualquer espécie de partícula cujo no bariónico total seja conser-
vado
∂
∂t
(
δn
n¯
)
+
1
a2
∇2δu− 3Ψ˙ = 0 (5.121)
se tivermos uma equação de estado de p em função de ρ, e dando uma ex-
pressão para pis como combinação linear de outras perturbações (ﬂuido per-
feito pis = 0), podemos tratar as equações (5.117, 5.119 e 5.120), como se
fossem equações de movimento para Ψ, δu e δρ respectivamente. Mais uma
vez a dependência de Ψ e Φ permite ter a equação de movimento para Φ
através de 5.116. As equações que sobram são usadas para colocar constran-
gimentos a solução do sistema de equações acopladas. Se subtrairmos 3
a2
vezes a equação (5.115) da equação (5.118) e usando algumas das outras
expressões para eliminar Φ e pis obtemos
a3δρ− 3Ha3(p¯+ ρ¯)δu−
( a
4piG
∇2Ψ
)
= 0 (5.122)
temos então mais um constrangimento visto que as equações de movimento
implicam que o lado esquerdo da equação é independente do tempo, isto é
só pode ser uma condição inicial.
5.2.2 Gauge Síncrona
Tal como na gauge Newtoniana temos de fazer uma escolha para a trans-
formação. Para esta gauge temos então ²0 de forma que E = 0 e ²s de tal
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forma que F = 0. Tal como no caso anterior apenas nos interessam os modos
escalares, logo as componentes da pequena perturbação são
h00 = −E = 0 (5.123)
hi0 = 0 (5.124)
hij = a
2
[
Aδij +
∂2B
∂xj∂xj
]
(5.125)
imediatamente temos acesso as componentes da métrica perturbada
g00 = g¯00 + h00 = −1 (5.126)
gi0 = g¯i0 + hi0 = 0 (5.127)
gij = g¯ij + hij = a
2
[
(1 + A)δij +
∂2B
∂xj∂xj
]
(5.128)
utilizando as expressões anteriores obtemos as equações de Einstein
4piGa2[δρ− δp−∇2pis] = 1
2
∇2A− 1
2
a2A¨− 3aa˙A˙− 1
2
aa˙∇2B˙ (5.129)
−16piGa2pis = A− a2B¨ − 3aa˙B˙ (5.130)
8piGa(p¯+ ρ¯)δu = aA˙ (5.131)
−4piG[δρ+ 3δp+∇2pis] = 3
2
A¨+
3a˙
a
A˙+
1
2
∇2B¨ + a˙
a
∇2B˙ (5.132)
as equações de conservação de momento e de energia são respectivamente
δp+∇2pis + ∂0[(p¯+ ρ¯)δu] + 3a˙
a
(p¯+ ρ¯)δu = 0 (5.133)
δp˙+
3a˙
a
(p¯+ρ¯)+∇2
[
a−2(p¯+ ρ¯)δu+
a˙
a
pis
]
+
1
2
(p¯+ρ¯)∂0[3A+∇2B] = 0 (5.134)
112CAPÍTULO 5. TEORIA DE PERTURBAÇÕES EMRELATIVIDADEGERAL
se observarmos a equação de conservação de momento (5.133), que dá ori-
gem a equação de Navier-Stokes (equação de movimento para um ﬂuido não
perfeito), não depende da métrica perturbada.
Embora a gauge síncrona tivesse sido muito utilizada nos primeiros cál-
culos de evolução de perturbações em cosmologia, como por exemplo no
trabalho de Lifshitz [39] em 1946, esta tornou-se pouco apetecível durante os
anos 80 devido a um aspecto realçado por Bardeen [1]: Embora impúnhamos
as condições necessárias ainda sobra uma invariância de gauge residual. Este
facto retirou a importância que esta gauge tinha vindo a representar. Ac-
tualmente esta representação é muito utilizada pois facilita os cálculos como
já anteriormente havia referido. Este ponto é bastante importante pois se
queremos facilitar os cálculos usamos a gauge sincrona. O problemas desta
é que, como já anteriormente dito, diﬁculta a percepção física dos sistemas.
O mais conveniente seria então passar de uma gauge para outra consoante
o nosso objectivo. As conversões entre gauges são particularmente muito
utilizadas quando queremos fazer ligações entre diferentes eras do universo.
Este passo pode-se fazer recorrendo a uma conversão entre a gauge sincrona
e a gauge Newtoniana, que seria alvo de um estudo mais aprofundado numa
continuação deste trabalho [41].
5.2.3 Existirão outras gauges?
Até agora vimos a existência de três gauges, mas será que existem mais?
Quando escolhemos gauges impomos condições nos campos escalares pre-
sentes no tensor da métrica. Mas podemos ter uma outra abordagem. Al-
gumas condições de gauge podem impor constrangimentos nos escalares que
aparecem no tensor energia-momento. Se estivermos a trabalhar numa gauge
có-movel devemos escolher ²0 de forma que faça a velocidade potencial anular
δu = 0. Quando falamos em teorias de inﬂação temos que a matéria existente
no universo é um campo escalar, o que signiﬁca que a coordenada tempo se
deﬁne de forma que a qualquer tempo dado o campo escalar iguala o seu
valor não perturbado, e onde todas as suas perturbações são relegadas para
as componentes da métrica.
Se por outro lado trabalharmos com uma gauge que faz a densidade
constante temos que ²0 é escolhido de forma que δρ = 0. Depois de ﬁxar
²0 podemos fazer F = 0 escolhendo ²S de modo que as perturbações esca-
lares continuem com gi0 = 0. Embora nós tenhamos uma relativa liberdade
na escolha da gauge convém dizer que estas estão sempre intimamente ligadas
à gauge síncrona porque só podemos ﬁxar ²S para termos da forma a2(t)τ(x).
Temos assim que estas gauges partilham o mesmo fundo da gauge síncrona
na parte que todas deixam uma simetria residual da gauge. Para um estudo
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mais profundo de doutoramento é aconselhavel a leitura de Kodama [35].
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Conclusão
O trabalho realizado até este momento permite um mais fácil entendimento
de algumas questões mais complexas, mas o capitulo 5 não ﬁcou totalmente
concluído. Fizemos em certa altura no capítulo 5 uma série de simpliﬁcações
(modos escalares, vectoriais, tensoriais) recorrendo a simetrias nas rotações.
De forma a simpliﬁcar esses resultados poderíamos também recorrer a si-
metrias nas translações. Esta simpliﬁcação deve ser feita aplicando uma
decomposição de Fourier pois simpliﬁca o problema. Num estudo mais apro-
fundado, teríamos agora de apresentar e estudar duas quantidades muito
importantes, Rq e ζq. As perturbações que são importantes no nosso es-
tudo são as que têm um número de onda bastante menor que a constante de
Hubble. Quer isto dizer que são perturbações que têm comprimentos de onda
maiores que o horizonte. Estas quantidades (Rq e ζq) são muito importantes
pois, independentemente dos constituintes do universo, estas conservam-se
fora do horizonte, permitindo assim uma série de novas informações. Na
gauge Newtoniana estas quantidades são deﬁnidas como:
Rq = −Ψq +Hδuq (5.135)
ξq = −Ψq + δρq
3(ρ¯+ p¯)
(5.136)
Estas soluções que se conservam fora do horizonte são também denomina-
das adiabáticas. Estas quantidades podem ser medidas através da radiação
cósmica de fundo permitindo assim saber se as perturbações são realmente
adiabáticas. Em seguida, através do formalismo apreendido no capítulo 5
procederíamos ao estudo das equações que governam as perturbações esca-
lares que dependendo dos constituintes a estudar podem se tornar bastante
complexas. Como em alguns casos não se pode proceder a estudos analí-
ticos utilizam-se recursos computacionais tal como o CMBfast e o CAMB.
De forma a concluir o estudo analítico produzido anteriormente teríamos de
estudar dois regimes. O regime onde temos comprimentos de onda peque-
nos o suﬁciente para reentrarem no horizonte durante a era dominada pela
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radiação e comprimentos de onda grandes o suﬁciente para reentrarem no
horizonte durante a era dominada pela matéria. O estudo seguinte estaria
destinado a um tratamento das perturbações nos modos tensoriais. Tendo
em atenção todos estes ingredientes da evolução das perturbações, podemos
agora conjuga-las com o estudo das anisotropias da radiação cósmica de fundo
realizadas anteriormente. Tendo então apreendido todos estes conceitos, um
estudo mais aprofundado obrigatoriamente teria de passar pelo estudo da
polarização da radiação cósmica de fundo. Esta polarização dos fotões da
radiação cósmica de fundo deve-se à dispersão com electrões livres durante
a época de recombinação e no período de reionização. Um estudo da pola-
rização, entre outras coisas, pode revelar quando começou a reionização ou
até obter os efeitos das ondas gravitacionais que foram produzidas durante
a inﬂação. Todos estes aspectos podem e devem ser alvo de uma introdução
a um possível trabalho de doutoramento nesta área.
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